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内 & 简介 

本 书 从 光 与 物质 相互 作用 的 经 典 与 量子 特性 以 及 最 新 的 实验 与 理论 的 
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在 激光 出 现 (1960 年 ) 以 前 , 光学 处 理 的 主要 是 经 典 的 , 如 光 的 干涉 、 和 衍射 以 
及 几何 光学 的 成 像 等 问题 . 理论 基础 是 几何 光学 、 波 动 光 学 , 主要 体现 在 Maxwell 
方程 有关 黑体 辐射 的 量子 理论 一 般 放 在 原子 物理 中 . 激光 出 现 以 后 , 为 了 弄 清楚 
激光 产生 的 物理 过 程 , 要 用 量子 力学 方法 处 理 原子 能 级 间 的 跃迁 , 而 光 仍然 用 经 典 
方法 进行 描述 . 于 是 半 经 典 理论 诞生 了 .这 个 理论 很 方便 , 也 很 有 用 处 , 几乎 大 部 
分 激光 物理 、 非 线性 光学 现象 均 能 得 到 解释 . 唯 有 涉及 光 的 基本 性 质 , 特别 是 光 的 
相干 统计 性 质 与 量子 起 伏 , 已 超出 了 半 经 典 理论 的 范畴 , 需要 对 光 场 也 进行 量子 化 
即 所 谓 全 量子 理论 . T, 量子 光学 的 研究 引起 了 人 们 的 注意 . 其 实 很 早 Hanbury- 
Brown 与 Twiss (1949) 的 强度 干涉 实验 就 是 典型 的 量子 光学 实验 . 所 用 的 光子 符 
合计 数 正 是 现在 量子 光学 实验 最 为 常用 的 测量 方法 . 在 激光 出 现 后 的 几 年 , 理论 及 
实验 研究 上 最 为 重要 的 是 光 相 干 态 表述 (Glauber,1964) 以 及 对 激光 统计 分 布 的 测 
量 (Areechi,1966). 再 后 来 便 是 压缩 态 、 纠 缠 态 光 的 实验 以 及 有 关 基 础 物理 、 量 子 信 
县 的 前 沿 研究 . 一 般 将 量子 光学 看 成 光学 的 一 个 分 支 . 但 与 其 他 分 支 不 同 的 是 , 它 
是 基础 理论 , 也 是 一 种 处 理 和 研究 问题 的 方法 , 是 渗透 到 各 个 光学 分 支 的 . 主要 体 
现 为 Langevin 方程 、 密 度 和 矩阵 (Density matrix) 方程 以 及 Fokker-Planck 方程 . 与 
前 面 的 半 经 典 理论 M+S(Maxwell --Schródinger 方程 ) THEE, 现在 的 全 量子 理论 便 
应 是 L+D+F 了 . 与 前 者 相 比 , 除了 全 量子 外 , 后 者 的 研究 对 象 主要 是 含 损耗 的 开 
放 体系 . 本 书 的 主要 目的 是 介绍 这 个 理论 的 基础 , 并 涉及 它 的 应 用 . 在 取材 方面 , 则 
是 以 作者 多 年 在 教学 与 科研 积累 , 经 多 次 整理 删节 而 成 , 也 部 分 包含 了 作者 及 其 合 
作者 的 一 些 工作 . 

本 书 内 容 共 八 章 , 前 三 章 为 光 与 介质 相互 作用 的 经 典 与 量子 理论 , 二 能 级 原子 
的 密度 矩阵 求解 及 原子 的 绥 饰 态 ， 是 全 书 的 预备 . 第 4~7 章 为 量子 光学 的 主体 , 第 
4 和 章 激 光 振 荡 为 量子 光学 早期 工作 , 含 热 库 模型 引入 ,描述 激光 的 Langevin 方程 
及 激光 的 统计 分 布 等 . 第 5 章 为 量子 光学 的 核心 内 容 . 含 光 的 相干 性 , 场 的 相关 函 
数 表示 , 特别 是 光 的 相干 态 , P 表象 , 光 场 的 二 阶 相关 函数 , 群 聚 与 反 群 聚 、 鬼 态 干 
涉 、EPR 和 悖 论 、Bell 不 等 式 、 光 的 纠缠 态 、 压 缩 态 等 . 第 6 章 为 量子 光学 方法 在 共 
振 谈 光 与 吸收 的 应 用 . Mollow 共振 荧光 理论 , J-C 模型 , 含 二 能 级 原子 腔 的 透 过 率 
谱 . 第 7 章 为 激光 偏转 原子 束 . 从 激光 偏转 原子 开始 到 光学 粘 胶 ， 到 Bose-Einstein 
凝聚 (BEC), 为 应 用 量子 光学 方法 的 进一步 发 展 . 第 8 章 为 光学 参量 下 转换 的 动力 
学 及 其 应 用 , 这 是 量子 光学 在 参量 下 转换 产生 光 的 纠缠 态 的 具体 应 用 , 也 涉及 一 些 
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第 1 章光 与 非 线性 介质 相互 作用 的 经 典 
与 量子 理论 


光波 在 非 线性 介质 中 的 传播 、 通 过 非 线 性 介质 的 波 波 相互 作用 及 非 线性 介质 
极 化 率 计算 , 均 属 非 线 性 光学 研究 的 重要 内 容 13, 本 章 , 首先 讨论 在 给 定 非 线性 
极 化 率 情况 下 的 波 波 耦合 问题 , 着 重 讨 论 三 波 耦 合 及 四 波 耦 合 , 其 中 涉及 了 很 多 我 
们 所 关心 的 非 线性 光学 现象 . 理论 基础 是 Maxwell 方程 , 属 经 典 理论 ; 然后 讨论 非 
线性 介质 的 极 化 率 计 算 ， 理论 基础 是 Maxwell 方程 与 Schródinger 方程 , 属 半 经 典 
理论 . 接着 简要 讨论 粒子 表象 、 场 的 量子 化 规则 原子 辐射 的 线 宽 与 能 级 移 位 等 


1.1 非 线性 相互 作用 的 经 典 理论 


1.1.1 电磁 波 在 非 线 性 介质 中 的 传播 
我 们 从 电磁 波 传播 所 满足 的 Maxwell 方程 出 发 (高 斯 单位 eo = po = 1) 


.D=4 
M "p (1.1.1) 
^ V.B-0 


1 
vxE--19B 


c ôt 1.1.2 
vx 19D Qin mE 
式 中 p, J AARRRRE, HERRAR, P, H ARIIN, RIY B AR 
感应 强度 , D 为 电位 移 . Maxwell 方程 组 是 描述 电磁 波 在 介质 包括 非 线性 介质 中 信 
播 和 相互 作用 的 基础 . 在 非 线性 光学 介质 中 通常 遇 到 的 情形 是 自由 电荷 密度 o G 
由 电流 密度 J 均 为 0, 而 且 介质 是 非 磁性 的 B = H. 电位 移 D 可 通过 电场 强度 E 
与 极 化 矢量 P 表示 出 来 故 有 


V.D-V.H-0 


10H 
WV x H — 19D 
c ót 


D = E +4rP (1.1.4) 
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非 线 性 光学 介质 的 性 质 , 主要 从 (1.1.4) 式 中 的 极 化 矢量 P 体现 出 来 . 如 果 略 去 P 
亦 即 略 去 感 生 极 化 对 电磁 波 传播 的 影响 , 便 得 真空 中 的 传播 方程 : 


VxE--ióT 
C (1.1.5) 
1 ðE 
VxH =- 
或 者 用 二 分 量 表示 u = ( " ) 则 (1.1.5) 式 可 写 为 
10[ E 0 —-1 EY 
s(ip ime) o 


由 此 易于 得 出 | M ) 的 二 阶 波动 方程 


1 8? E —] 0 E 
BEG oeli) o om 


WRF BIRERE P 的 影响 , 则 (1.1.6) 式 应 与 为 


1 0 E 0 -1 E 4n OQ P 
(5) rne) ov» 


从 波动 方程 (1.1.8) 消去 H 分 量 便 得 E 分 量 的 含 非 线性 耦合 项 P 的 传播 方程 即 


VxWVxE- 2527 T 33g (1.1.9) 
现 将 极 化 强度 P 写成 线性 部 分 P(x E) 与 非 线 性 部 分 PNE 之 和 , 并 令 
E -AxPU — e. E (1.1.10) 


AP e 为 并 矢 . 如 果 介 质 为 各 向 同性 的 , 则 并 矢 e 可 写 为 标量 e (1.1.10) AHH F 
AARE 


E +4rP™ =E (1.1.11) 
于 是 (1.1.9) 式 可 写 为 
€ 82 4x ? NL 


(1.1.12) 式 右 边 为 波动 方程 的 驱动 项 , 亦 即 介质 对 场 响应 的 非 线性 部 分 , 而 线性 部 分 
已 包括 在 左边 电介质 系数 HT, e—n?, n 2 n in". Tf] n,a = 2rw/c 分 别 为 流 在 
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介质 中 传播 的 折射 率 与 吸收 系数 . 一般 地 来 说 电 介 函 数 e 是 场 Er, t) 的 振动 频率 
的 函数 . 故 (1.1.11), (1.1.12) 式 中 的 e 应 理解 为 作用 于 振动 Er 0 RET e (ux). 
Fi E(r.t) 可 表示 为 主 振动 ewt 与 慢 变 振幅 E(r, 之 积 , 即 E(r,t) = £(r teet 
则 有 e (ix) E(r,t) x (w)E(r,t. ET Vx Vx E- V(V. E) - VE, 对 于 各 
向 同性 介质 , V- E= -V D = 0, 在 一 般 情形 , 前 一 项 V(V . E) 的 贡献 是 很 小 的 
可 以 略 去 . 于 是 (1.1.12) 式 可 写 为 


V?E — — = me pri (1.1.13) 
为 便于 表现 波 波 相互 作用 , 将 波动 方程 (1.1.13) 按 波 数 ka, MR wn 作 慢 变 振 
HREJ: , 
E = ` Ee "t 十 cc 
n (1.1.14) 
一 ` An (r,t)e Kent-keT) | ec | 


TL 


(1.1.14) REHMA >》 上 的 一 撒 表 示 只 对 正 频 求 和 ; 没有 一 撤 表 示 对 正 、 负 频 求 
和 , 即 
PL = 3 P, (r, t)e- ient (1.1.15) 


-k2 4 elen) a = 0 (1.1.16) 
C 


注意 因子 exp[-i(wnt — kn - r) BRR PHX, 但 An(r,t) 为 (r,t) 的 慢 变 函数 ， 
P.(r,.t) 为 t 的 慢 变 函数 , 故 E, P. 展开 的 每 一 项 均 可 偏离 于 平面 波 . 将 (1.1.14) 和 


(1.1.15) RAA (1.1.13) 3X, 并 注 到 色散 关系 (1.1.16) 式 及 慢 变 近似 Lu NU 


Ot? 
V2A, z0 Lu" «0, 2. p e 0 等 , 得 
Ó kn ika-r — 12, 
(^. 十 Ung . VA.) e 一 e(Wn) P (wn) 
(1.1.17) 


C 


m Mes) 


非 线 性 极 化 PNE 的 展开 可 写 为 


P, = PO + pO +... (1.1.18) 


PP, PË ... 分 别 为 二 波 , 三 波 ，…, 展开 项 , 其 分 量 为 (Es, Pa, Pa” … 等 均 依赖 
Tor, 下 面 为 书写 方便 , 不 写 出 与 r 的 依赖 关系 ) 


pP (Wn = wp + w4) = ` XS. (wp + wq, Wp, wg) Ej (p) Ex (wa) 
di (1.1.19) 
PË) (wn = wp + wq + wr) = 》 Xii op + wq + wr) Ej (wp) Ex (ug) E(w) 
j, kl 
注意 (1.1.17) RP A; WI UERRI Az, 相应 地 (wi, ki) 用 (wi ki) RRB, 
Aj, Ax 也 是 这 样 . (1.1.19) 式 中 的 极 化 率 张 量 XO, XO, 是 唯 象 引进 的 , 如 何在 量 
子 力 学 微 扰 论 的 基础 上 计算 这 些 张 量 , 是 下 面 要 讨论 的 问题 


1.1.2” 极 化 率 张 量 的 对 称 性 


这 节 我 们 主要 讨论 二 阶 极 化 张 量 , 向 三 阶 或 更 高 阶 极 化 张 量 推广 是 容易 的 . 二 

阶 极 化 张 量 与 场 的 各 分 量 间 的 关系 为 
Pp (wp + wq) = ` X6. (wp + wq, Wp, wq) Ej (wp) Ex (wa) (1.1.20) 

jk 

二 阶 极 化 张 量 是 描述 三 波 相 互 作用 的 , 包括 和 频 、 倍 频 、 差 频 及 参量 放大 等 过 程 
当 三 个 波 的 频率 Q1, (2, W3 给 定 后 ， 通过 Q1, W2, W3 的 重 排 ， 有 Xi, (w1, w2, u); 
XGA (un, ws, w2), X (w2, w1, w3); o 等 六 个 分 量 , 又 通过 i, j, k 的 重 排列 , 有 33 = 27 
个 分 量 , 还 有 X (一 wo —u, —w3),--- 等 , 又 增加 一 倍 , 故 共有 6 x 33 x 2 = 324 个 
分 量 , 但 并 非 所 有 的 这 些 分 量 都 是 独立 的 . 考虑 到 极 化 强度 P; 及 场 强 Ej 均 为 实 

函数 , 要 求 
P;(—wy — wq) = Pf (wp + wa) 


(1.1.21) 
E;j(—wp) = Ei (wp), Ek(—w4) = Ek (wa) 
由 (1.1.20) 和 (1.1.21) 式 易 于 看 出 
X5. (wp + wq, Up, Wq) = XEL (7up — Wq, 一 wp 一 wag) (1.1.22) 
再 注意 到 将 (1.1.20) 式 中 的 xE wp + wq wp o) E; (wp) E (us). 可 写成 xis op + 
Wq, Wp, Ug) Ek (wa) Ej(wp) 形式 , 对 PO (wp + wa) 的 贡献 应 是 一 样 的 , 应 有 
X6. (wp + wq, Wp, wq) = X (we + Wp, Wq, Wp) (1.1.23) 


而 且 对 无 损 介 质 来 说 , 极 化 率 张 量 x0) 应 是 实数 , 各 种 频率 重 排 后 , 相应 的 指标 
(i, j, k) 也 随 之 重 排 , 极 化 张 量 的 值 不 变 , 即 

X Gk (ws = wi 十 wa) = xp (w = w2 — w3) 

XÊ (ws = un + w2) = xig (un = 一 wa + ws) (1.1.24) 


X (ws = wi 十 w2) = Xs) (wa = w3 — w1) 
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喝 进 一 步 有 
xdi (us = = wi d uw) = X (wa = wl + w2) = Xi) (wa = W1 十 wa) 


一 Xi (w3 = wl + w2) = xii (ws = wi + w2) = M (w3 = w1 + w2) 


(1.1.25) 式 一 般 称 为 Kleiman 猜想 , Hi W1, W2, W3 远 小 于 非 线 性 介质 的 共振 频 
率 时 才 成 立 . 这 时 极 化 率 张 量 基本 与 频率 无 关 . 

如 Kleiman 猜想 成 立 , 即 在 二 阶 极 化 率 与 频率 w 无 关 的 情形 下 , 实用 中 还 常用 
张 量 缩写 记号 


(1.1.25) 


1 
dijk = 5 Xii (1.1.26) 
! 与 jk 间 的 对 应 关系 为 


jk: 11 22 33 23,32 31,13 12,21 
l: 1 2 3 4 9 6 


da 有 18 个 分 量 , 但 并 非 全 是 独立 的 . 通过 重 排 还 有 关系 


dio = di22 = d212 = d26 


(1.1.27) 
di4 = di23 = d213 = dog 
同样 可 证 
die = dg31, d31ı dis, daa = do24 (1.1.28) 
d34 = d23, das = dis, dag = di4 
故 18 个 分 量 中 只 有 10 个 是 独立 的 . 
倍 频 与 和 频 的 极 化 率 张 量 可 表示 为 
E; (uw) 
E, (w)? 
P, (2w) di1 +- die Eos 
P,(2 =2| da - d 7 1.1.29 
> » n hi 2E, (w^) E (u) ( ) 
zV eU 31 36 2E, (w) Es (uw) 
2E(w)E,(w) 
en " » 
Ey(wi 
P,(w3) dii cc dio E, (wi 
iu mo dæ EE E "— (us) 
P, (wa) dài ++- dag 
Ez(w1)Ez (w2) + Ez(w1)Ez (w2) 
Ez(w1)Ey (w2) + Ey (w1) Ez (wa) 
(1.1.30) 
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比较 (1.1.29) 与 (1.1.30) 式 便 看 出 和 频 比 倍 频 多 了 一 个 因子 2, 这 是 由 于 交换 wp, 
wa 引起 的 . 

非 线 性 极 化 张 量 所 反映 的 非 线性 介质 的 空间 对 称 性 , 实际 上 已 包含 在 xh) 对 
空间 分 量 ijk 的 依赖 中 了 . 例如 我 们 考虑 一 晶体 , 它 关 于 z,y 方向 为 对 称 的 , 亦 
即 沿 z 方向 转 90°, 晶体 将 自身 重合 . 对 于 这 样 的 晶体 , 光 场 沿 z 方向 偏振 或 y 方 
向 偏振 的 响应 用 极 化 分 量 XQ, 与 XO, 来 表示 是 一 样 的 . 总 之 , 晶体 的 各 种 空间 对 
称 性 均 反 映 到 极 化 张 量 XO) 中 来 . 特别 是 空间 反 演 对 称 , 即 具 有 反 演 中 心 的 中 心 
对 称 蝇 体 , 可 证 二 阶 张 量 为 0(xQ) = 0). 以 二 次 谐 波 的 产生 为 例 , 当 作 用 于 晶体 的 
场 强 为 E(t) = scoswt 产生 的 非 线 性 极 化 为 


P(t) = x? E?(t) (1.1.31) 
现在 改变 E(t) 的 符号 , 使 之 为 -E(t). 按 反 演 中 心 特征 , 感 生 的 极 化 P(t) 也 改变 


为 -P(t), 于 是 有 
—P(t) = x?[- E(t) (1.1.32) 
比较 (1.1.31) 与 (1.1.32) R, 必然 有 P(t) = 0, 亦 即 x” = 0. 
对 于 非 中 心 对 称 晶 体 , Miller 还 给 出 经 验 公 式 6: 


XU) (ui + w2, 01, w2) ma wo 


XT) 0 ma g= 1.1.33 
Xn toa) x) NA ^7 d (1-133) 
它 差不多 是 一 个 常数 . wo, d 分 别 为 晶体 的 共振 频率 与 晶 格 常数 , 而 
Ne? 1 Ne? 1 
1 1.1.34 
X m wi — w? -— 2iwy m wg ( ) 
将 (1.1.34) RRA (1.1.33) 3X, 并 令 N =1/8, 得 
Ne? a Ne? 1 1 e? 
2. 25971. Lsn 1.1.35 
X m? wg m? wg d mwad! ( ) 


用 典型 参量 wo = 1 x 1019 rad/s, d = 3À, e = 4.8 x 1077? esu,m=9.1x10 33g 代 
A, BJH [x | = 3 x 1078 esu. 这 与 实际 测定 数值 的 量 级 为 相近 . 用 同样 方法 可 
估算 出 三 阶 极 化 率 为 

Nbe^ et 


(3) ~ —_ E x 一 15 
X ^R mu 一 mõwêd cz 3 x 10 esu (1.1.36) 


1.2 ”光学 中 的 波 波 相互 作用 


1.2.1 ZAS 
对 于 三 波 相互 作用 , 如 果 满 足 共振 条 件 及 相位 匹配 条 件 , 则 应 用 (1.1.17) AM 


1.2 光学 中 的 波 波 相互 作用 


.7. 
MÀ LLL ftu 
.1.19) 式 ， 二 ; 


(1.1.19) XX, 易于 导出 三 波 相 互 作用 方程 . 事实 上 , n —0,1,2, 则 得 


0 ko .4rwo (2) 
(x 十 vo ko v) Ag = POL: (w0,w1,w2)41 A3 


ð kı . 4Tw1 x ) 
(x + vi ki v) A1 X 


(w1, w0, —w2) Ao A2 


(1.2.1) 
ð ko . ATW (2) 
— —.WV 一 —w1)A49A1 
(x + v9 » ) A» PL: (w2, wo, —w1) Ao AT 


3 w # w If, K = 1; 当 w = w 时 , K = 1/2, TUBES $119 式 和 (1.1.30) 
式 时 已 提 到 过 了 . 如 Ao ~ A: 不 明显 地 依赖 于 时 间 4 Hz Ax Lo 


,2-0,1- 2, 

dz 

当 相 位 不 完全 匹配 , 并 引进 参数 所 , 和, Bb， M-NMaJ TÉ (1.2.1) 式 写 为 6 
dAo 


ATW 
dz ^ = iĝo A1 Ase AKT, Bo = ——— xP (wo, w1, w2)K 
€(wo)vo 
dA, - ATQ 
dr = ifi Ag Ag ei^. p1-— XV) (w1, wo, —w2) 
€(w1)t1 
dA» 


(1.2.2) 
de^ if» Ao A;" eir, 


4 Q0) — 
e(wa)vz X (w, Wo, w1) 


式 中 Ak = ko — kı 一 ko， 因子 e-iAkz, eiAkz 是 考虑 到 相位 不 完全 匹配 而 引进 的 . 
形 如 (1.2.2) 式 的 三 波 耦 合 方程 , 包括 了 非 线性 光学 和 频 (wo = wi 十 wz)、 售 频 
(wo = wi +w), ZA (wo = wi 


一 w2). 作 变 换 
AT — Ci i-0,1,2 (1.2.3) 
并 令 
CV B. As 一 人 2 (1.2.4) 
V Bo 
则 (1.2.2) 式 可 化 为 


(i 十 is) Co = 1C1C5 
CriA C1 = iC9C3 
dc S 1 — 1I0t5 


(1.2.5) 
E 十 ias) C. = 1iCo CT 
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令 Ci 一 [Cilet 0 = 06 — 01 — 0», 则 (1.2.5) 式 的 实 部 与 虚 部 为 


d|Co| 


Ie = ICnllczlsing 
da — —|Col|C2|sin6 
(1.2.6) 
dOl | ojo [sino 
dé 
dg ICillCzs| |CollC2|  |CollC1] 
一 一 As 十 (一 一 -一 一 一 一 一 一 一)cos90 
dc Cl ^ Qe o" 
积分 (1.2.6) XX, 得 
[Co]? + |C1]? = no - n1 = mi 
[Co]? + |Ca|* = no -- n2 = ma 
(1.2.7) 


|C1? — |C2|? = n1 一 ma = ma 


1 
ICo||C1llC2| cos 8 一 51Col As = mo 


将 (1.2.7) RRA (1.2.6) 式 的 第 一 式 , 得 


2 
= 24| no(m; — no)(ma — no) 一 (ma + mAs) (1.2.8) 


(1.2.8) 式 的 积分 , 即 Weierstrass 积分 , 可 通过 Jacobi 椭圆 函数 sn 来 表示 08. 设 


Na, Nb, ne 为 


2 
1 
no(m; — no)(mi — no) 一 (ms 十 As) =0 


的 三 个 根 , E na > no 2 ne 2 0, 则 no(C) 可 表示 为 


—1 


no(C) = ne + (na — ne) (st? [(n« — n9!" (C — Co), m] } 
ni—mn 1/2 
m 一 (m ,  no(Go) =ne 


Na 一 nle 


(1.2.9) 


(1) 二 次 谐 波 

将 (1.2.9) 式 的 解 应 用 到 二 次 谐 波 情形 UL, 如 图 1.1(a) 所 示 , 频率 为 w WE 
进入 非 线性 晶体 , 经 过 波 波 相互 作用 , 就 会 产生 频率 二 倍 于 基 波 的 二 次 谐 波 . 应 用 
上 面 公式 处 理 这 问题 , 便 是 C| = |C2| = ui 为 基 波 振幅 , |Col = ua 为 二 次 谐 波 振 
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幅 . (1.2.6) 式 化 为 


du» 
dc 一 u? sin 0 
dui . 
dc = —u1u25 sin 0 (1.2.10) 
dO U2 
一 一 人 i 
dc s 十 ( 23 cos 0 
Ww 2w 


(a) (b) 
图 1.1 二 次 谐 波 的 产生 


设 初 始 时 二 次 谐 波 |00| = us = 0, 由 (1.2.7) R, 故 有 


[Co + C1? = u2 +u? =m, m=0 (1.2.11) 
代入 (1.2.8) 式 , 得 
dno 2 1 2 
dc 二 2 no(m1 一 no) 一 30As (1.2.12) 
丝 归 一 化 
no/m1 一 no, As/ml^? — As, mi^? — C (1.2.13) 
(1.2.12) 式 可 写 为 


dno _? no(1— ng)? 一 los) (1.2.14) 
dc — 0 0 9 0 indi 


图 1.1(b) 给 出 u = no” BE C 的 变化 曲线 , 只 有 在 相位 完全 匹配 (As = 0) 的 情况 
F. wz BB C 单调 增长 , 并 达 于 饱和 ; 当 相 位 不 匹配 , As Z 0, us BÉ C 周期 变化 , 其 最 
大 幅度 随 As 的 增 大 而 递减 . 

在 完全 相位 匹配 的 情形 (As = 0), no 的 Jacobi 椭圆 函数 解 将 退化 到 可 用 初等 
畏 数 来 表示 . 因 wa = no”, 方程 (1.2.14) 可 写 为 


E —1-—u$, uz=tanh(C +o), no= tanh^(C + (o) (1.2.15) 
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注意 到 上 述 结 果 是 在 采用 归 一 化 (1.2.13) 式 后 得 到 的 , 在 未 归 一 化 时 


A? A2 
— 42 2. 1 2 
mı =u t u2 = 4701 47wo 
一 一 yx2) 5X9 Jm 
nic n3C (1.2.16) 


1 l I2 I 

~ 9d (5 + 2) H 2duw» 
RH d= zx?! 为 二 阶 非 线性 系数 ; n = 5 4 h = AR 分 别 为 基 波 与 谐 波 的 
光 强 . 2:11) 式 表 明 总 光 强 I 是 一 常量 pa uj, uz 满足 


u?-u$-1, uji-ifl-u2-sech(Q, Ç= z-/ Bof ml? — x/l (1.2.17) 


1 1 —— (n2n2c3)1/2 (nin2)!/2c 


Anu» y Srw1 y | I E V 2nI8nwd i 81w1d|A1(0)| (1.2.18) 
2d» 


NC Nn1C 


l = 


归 一 化 振幅 


w( 二 次 谐 波 ) 


图 1.2 u, u2 BE C 的 变化 


又 设 基 波 光斑 半径 为 wi, 焦 深 为 六 入 射 激光 功率 为 P, 并 将 非 线性 介质 厚度 工 取 
AJ b, 即 


p = UEA P 
| 2x | nw? 
2ztw?ni 
b= 一 -一 一 大 
和 1 
由 此 消去 1 得 1/2 
4n P 
A, = | —— 1.2.19 
l (Sc) ( ) 


将 (1.2.19) RRA (1.2.17) Ñ, 8 C — L/L X 


(mu 1? 


1.2.20 
nin2cÀj 
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典型 的 参量 取 值 为 d= 1 x 10-8 esu, L = 1 cm, P = 1W = 1 x 10? erg/s, A = 
0.5 x 10 * cm, ni = n; = 2, 则 按 (1.2.20) 式 算 得 5 = 0.14, 由 基 波 至 谐 波 的 转换 效 
率 为 


— 0.02 (1.2.21) 


n 的 计算 应 用 了 (1.2.15) 和 (1.2.20) XX. 

(2) 参量 过 程 

以 弱 的 信号 光 wi, 强 的 泵 浦 光 wo ŽA w 
非 线性 介质 , 通过 波 波 相互 作用 的 差 频 效应 ， . a 
我 们 可 以 获得 参量 波 wa = wo — wi. 考虑 到 
SOROR, 可 以 略 去 由 于 相互 作用 而 导致 R13 参量 波 相互 作用 
的 泵 浦 光 的 减弱 . 故 (1.2.2) 式 中 的 Ao 可 看 成 是 常数 , 而 A, A 的 耦合 方程 可 写 
成 


4 
d 1 — Bawd 4 A*e iAkz = ik; A*eiAk? 
dz NIC 
dA» E Md o Ate iA kz = ikg A*eiAkz (1.2.22) 
dz nə 


Ak = ko — kı 一 ja 
明显 的 解 是 
41 = Aen A, = MeiAka/2 
代入 (1.2.22) 式 , 并 消去 Ai (Bk 42), 可 得 
d? A; (5 


dz? 十 2) 42 = K1K2 Àj, 1 二 1,2 


BẸ 
4i(z) = A1(0) (cosh gz 一 x sinh s) 十 PE (0) sinh gx 


A, (x) = A2 (0) (cosh 02 一 x sinh 2 十 AI (0) sinh gz (1.2.23) 


g = Via AE} 
AF 9 为 增益 系数 , 相位 完全 匹配 时 Ak = 0, g 最 大 . 相位 不 匹配 , o 随 Ak 的 增 大 
而 下 降 . 


1.2.2 MHS 


在 光学 非 线性 波 相互 作用 中 , 除了 上 述 三 波 耦合 外 , 四 波 耦 合 也 是 很 重要 的 . 因 
为 它 包 括 了 三 波 和 频 、 三 次 谐 波 、 四 波 混 频 、 简 并 四 波 混 频 , 光束 自 聚 效应 , 相位 自 
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调制 等 . 前 两 者 为 三 波 和 频 wo = w1 二 wz 二 wa, ko = ki + k2 + ks; 后 四 者 为 三 波 差 
频 wo 一 wi — wz + ws, ko = ki — ko + ks. 参照 三 波 耦 合 方程 (1.2.5)~(1.2.9) 式 , 可 
得 四 波 耦 合 方程 及 其 解 : 


(i 十 ias) Co = iC1C2C3 
d . 

($ -+ ias) C1 = iCoC3 C3 

(1.2.24) 

($ tias) G2 = scociG 

($ + ias) C3 = iCo9CT C5 


式 中 As = ko 一 ki F ko 一 ks 分 别 对 应 于 三 波 和 频 wo = wi + wa + ws SZAH 
wo = Wi — W2 + usa. 又 设 C; 一 [Cile i, 1 = 0, 1,2,3, 0 = Oo — 04 — 05 一 05, 便 得 


一 IC1C2C3| sin 0 
s = —|CoC2C3| sin 0 
I = 干 |CoC1C3| sin 8 (1.2.25) 
E —|CoC1C2| sin 8 
dó |C1C5Cs| | |CoC5Cs| _ |C9C1C3| E) 
— = 一 -二 一 0 
ico (s [e ics i 7" 


积分 (1.2.25) 式 , 得 
[Co]? + |01]? =，1C — |C3|? = m4 
[Co + |C3|? = ma, Co]? + |C2|? = ma (1.2.26) 
[CoC C2 C3| cos 一 ICo|^As = mo 


代入 (1.2.25) 式 的 第 一 式 得 
dno 
dc 

这 可 通过 线性 分 式 变换 公式 化 为 Weiertrass 椭圆 积分 , 用 Jacobi 函数 表示 [6,8] ( 见 

附录 1A). 

(1) 简 并 四 波 混 频 
对 于 一 些 特殊 情况 , (1.2.24) 式 的 积分 也 可 用 初等 函数 来 表示 . 例如 , C2 = Co, 
C$ = Ci, As = 0, 0 = 6o — 01 + 05 — 03—2(09 一 01). 图 1.4 所 示 的 简 并 四 波 混 频 


= 24 €Xno(m; — no)(ma — no)(ma — no) — (mo + nos)? (1.2.27) 


1.2 ”光学 中 的 波 波 相互 作用 . 13 ， 


就 是 这 种 情形 . Co, Ci IRM, ko = kı, wọ = wi = w2 = us. 由 于 泵 浦 波 [Co], 
C| 29 信号 波及 其 复 共 思 波 |Cz|, |Cs], 故 在 考虑 Co, Ci 的 波 相互 作用 时 , TE 
信号 波及 其 复 共 罗 波 , 主要 考虑 Co, Ci 自身 的 四 波 相 互 作用 就 可 以 了 . 这 就 相当 于 
在 (1.2.25) 式 中 取 C2 = Co, 0* = O01. 又 由 于 As = 0, WE 
r ) cos 0 =2(|C1]? — |Co|?) cos0 
(1.2.28) 
如 9 BG c 的 增加 而 变化 , 就 会 影响 到 相位 匹 
配 , 故 完全 相位 匹配 应 有 dc — Q. 由 (1.2.28) 
A Ci? = |Col?, 即 两 个 光 泵 强度 相等 
是 完全 相位 匹配 的 必要 条 件 . 当 满 足 此 条 件 
时 , 有 de — 0. 如 果 0 的 初 值 也 是 0 图 1.4 简 并 四 波 温 频 
p -SA 


WA 020. 由 (123.25) 式 得 = 0, 故 泵 浦 波 的 振幅 是 不 变 的 , 将 这 一 


结果 应 用 到 (1.2.24) 式 , 便 得 » Cs EEROR 
dC 


= —iCC3 
de B (1.2.29) 
dC3 
dc = iC2C3 
令 no = |Co?, C2, Cs 的 通 解 可 写 为 
C3 = B sin no + C cos noć 
;d (1.2.30) 
C5 = E n; dc 7 = —iB cos Ç + iC sinnoQ 
AF, B 和 C 的 取 值 由 边界 条 件 确定 . 


(2) RAAR 
将 (1.2.24) 式 应 用 于 分 析 波 的 自 聚 现象 , 相当 于 方程 中 Cy = Cs = O, C = 
C$, As — 0. 这 样 就 得 出 一 对 互 为 共 斩 的 方程 : 


C 
dc 一 i|Co|^ Co 
(1.2.31) 
dco _ —ilCo] C; 
do — 0 v0 


在 (1.2.31) 式 中 再 加 进 被 略 去 的 横向 项 —1/2o V? Co, 便 得 到 非 线性 Schrödinger X 
TÉ: 
(vt 十 dac 十 2alcoP ) Co = 0 | (1.2.32) 
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RP a = ky 房 房 房 房 = kio 为 一 常数 . 
(3) 三 次 谐 波 
在 (1.2.24) RFS wi = w = ws, wo = 3wl, 并 令 Co = Qo, C1 = C2 = O3 = d, 


于 是 得 
i 十 aJa $1 = ido9i^ 
= d, 满足 (1.2.27) 5X 
m- 24/no(mı — no)? — (mo + noAs)? (1.2.34) 


(1.2.34) 式 表 明 , 其 通 解 可 通过 Jacobi 椭圆 函数 准确 求 得 . 只 在 o1 很 强 , 产生 三 次 
谐 波 中 造成 的 泵 浦 波 $1 的 吃 空 可 略 去 不 计 , 且 可 将 $1 看 成 常数 的 情况 下 , 才 有 简 
单 的 解析 解 . 考虑 到 go 的 初 值 为 0, 积分 (1.2.33) 式 的 第 一 个 方程 , 得 
e 一 i 和 se — 1 
9o — -i 1 iAs 
如 人 意料 的 是 ， 当 相位 完全 匹配 As 一 0, 由 (1.2.35) 式 给 出 的 三 次 谐 波 的 振幅 
I9o| 达到 极 大 , 并 正比 于 作用 距离 l 但 这 种 情况 仅 发 生 在 平面 波 . 如 果 是 高 斯 光 
R, po) 的 极 大 值 就 不 一 定 是 相位 完全 匹配 O. ERT, (1.2.33) 式 应 加 上 被 略 去 的 


9? ð? 
vavi = (35 655). t 


vi + 2ia E 十 is] po = —2od1 (1.2.36) 


(1.2.35) 


采用 圆柱 坐标 (p = VE +n, C), 将 1(p, C), dolo, C) 表示 为 试 解 函 数 : 


exp[- p^ /wi (1 + i2¢/b)] 
(1 + i2C /b) 


exp[-3p^ /wi (1 + i2C/b) — iAs¢] 


$1 (Pp, C) = 41 
(1.2.37) 


A 
oO = 
RP b = ow?/3, a = kw Bof ffs = kBo? Âi? , ko, ka. 分 别 为 谐 波 与 基 波 的 波 矢 ， 
wo, wi 分 别 为 谐 波 与 基 波 的 焦 斑 半径 , C/bow3 = z/kow? = z/kyw, ud = w[3. 将 
(1.2.37) 式 代 入 (1.2.36) 式 , 便 得 


dAo dAo(C) _ A3e iAsQ 


d cin s (1.2.38) 
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iAsC' 0, As «0 
Ao(C) = iA] f E ae =iA34 b bAs 
-co (1 + 1207/0)? -27 CR) e 55/2 As>0 


2 
(1.2.39) 
(1.2.39) 式 表 明 As 的 最 佳 值 应 为 
Ao 
As = 2/b (1.2.40) 
这 是 多 次 谐 波 中 一 个 带 有 普遍 性 的 现象 , 即 
对 聚焦 光束 来 说 , 相位 完全 匹配 Ak = 0, 38 一 L d. 
合 效 率 反 而 为 0. 只 有 当 Ak 取 为 适当 正 值 bAs | 
4f eScERMm. 因为 在 会 聚 光 产 生 多 。 图 1.5 4o(c) 随 As 的 变化 曲线 
次 谐 波 过 程 中 , 也 存在 相似 于 (1.2.39) 式 的 引 自 文献 [1] 
积分 
广 eiAkz 0, Ak < 0 
Td 一 b 2 bAk\ T? _ 
o (E iz) 2s Wm c3 ec AR AEQ 


从 物理 上 来 理解 这 一 现象 , 还 得 追溯 到 线性 光学 光束 会 聚 处 的 相位 变化 特性 [19, Bn 
除 轴 问 光线 外 , 其 他 光线 在 通过 焦点 时 , 要 发 生 n 角 相 移 . 对 于 非 线性 光学 来 说 , q 
次 谐 流 的 极 化 率 为 已 = x (0 A2, 当 入 射 光束 Ai 通过 焦点 发 生 n 的 相位 变化 时 , TR 
化 率 P 就 要 发 生 qn 的 相位 变化 , 而 g 次 谐 波 AQ 只 是 发 生 n 的 变化 , 这 样 非 线 
性 极 化 率 P 就 不 能 有 效 地 将 基 波 能 量 耦 合 到 q KERE, 除非 Ak > 0. 图 1.6(a) 
为 Ak > 0 ; 在 焦点 处 , 三 个 基 波 有 些 偏 折 如 图 1.6(b), 恰好 满足 Ak = 0 ; 但 像 图 
1.6(c) Ak < 0, 是 无 论 如 何 也 不 能 实现 相位 匹配 的 . 


(a) 


(b) 


(c) 
图 1.6 多 次 谐 波 的 相位 匹配 
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上 面 讨论 了 三 波 、 四 波 耦合 方程 及 其 应 用 , 最 后 说 明 由 (1.2.7) 和 (1.2.26) 式 所 反映 
的 Manley-Rowe 关系 的 物理 意义 0 . 注意 到 B; ox wi, 若 定义 


A; VA 
Aj (Bh (1.2.41) 
81/2 Wi 
则 有 , 
|2 一 - 1.2.42 
ep - 3 (1.242) 
关系 (1.7) 式 可 写 为 
70 Ih 
m 十 w = mi 
I I 
Wo W2 
h kh 
Q1 (22 


这 即 通 常 所 说 的 Manley-Rowe 关系 . L/w: 恰好 给 出 了 对 应 于 该 光 强 的 光量 子 数 ni 
( 除 一 个 常数 因子 hb). of/wo, 五 /ui I2/w2 分 别 对 应 于 泵 浦 光 、 信 号 光 及 参量 光 
的 光量 子 数 . (1.2.43) 式 是 给 出 光量 子 数 间 的 守恒 关系 . 第 1 式 , 表明 产生 一 个 fun 
光子 也 必然 消耗 一 个 hwo 光子; 第 2 式 也 表明 hus 与 hwo 的 产生 与 消耗 是 同时 的 ; 
第 3 式 则 表明 fus, hs 是 同时 产生 . 
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前 一 节 研 究 表明 辐射 场 与 非 线性 介质 的 相互 作用 主要 通过 Maxwell 方程 中 所 
包含 的 非 线 性 极 化 体现 出 来 . 当 极 化 P 用 电场 E 展开 时 , 其 展开 系数 , 即 极 化 率 ， 
表现 了 光 与 介质 相互 作用 的 多 样 性 与 复杂 性 .显然 这 辐射 场 与 原子 的 相互 作用 是 
建立 在 量子 理论 的 基础 上 的 . 

在 辐射 场 的 作用 下 , 原子 的 波 函 数 yr, t) 所 满足 的 Schrödinger 方程 为 3 


hy = (Ho + Hj (0034) 


式 中 , Ho 为 原子 的 哈密 顿 量 , H' 为 原子 与 辐射 场 相互 作用 的 哈密 顿 量 : 


H' = -59 4 PHE 
(1.3.2) 式 中 的 第 2 项 比 第 1 项 小 得 多 , TA 021, 但 在 光 与 原子 的 弹性 散射 中 , 第 
二 项 是 有 作用 的 . 在 下 面 的 讨论 也 只 计 及 第 一 项 , 略 去 第 二 项 . 式 中 -e 为 电子 的 
电荷 , P 为 原子 的 动量 算 符 , 4 为 场 的 矢 势 . 在 光波 段 范 围 内 , 波长 远大 于 原子 波 


2 
| (1.3.2) 


1.4 DØME Schrödinger 方程 17 
n ÉL LLL 


函数 不 为 0 的 线 度 , 故 在 原子 波 函 数 线 度 内 ,4 可 看 成 常数 , 可 以 从 含 原子 波 函 数 
的 积分 中 提出 来 . 例如 , 在 计算 n RE m 态 的 跃迁 矩阵 元 时 , 有 


(n| H'|m) x H94 : (n| Pim) 
一 (Ce 之 im - (n|r|m) (1.3.3) 


& —E- (n|u|m) 


AP u = -er 为 原子 的 偶 极 距 , -u E 为 偶 极 相互 作用 能 , v, ww 分 别 为 辐射 
频率 与 原子 跃迁 频率 . 在 近 共振 的 情况 下 , o ~ wm 于 是 有 (1.3.3) È I F = 
-p: E, 称 之 为 偶 极 近似 . (1.3.1)~(1.3.3) 式 为 含 相互 作用 的 Schrödinger 方程 , 与 
(1.1.1)~(1.1.3) 去 经 典 场 的 Maxwell 方程 合 在 一 起 为 光 与 非 线性 介质 相互 作用 半 经 
典 理论 基础 . 


1.4 PAMARE Schrödinger 方程 


Schrödinger 方程 (1.3.1) XX, 一 般 很 难 准确 求解 , 经常 采用 微 扰 方法 求解 首 
先 , 当 H' = 0 时 , Schrödinger 方程 为 


Ih = Hoy (1.4.1) 
V (1.4.1) 式 的 解 为 已 知 , 并 可 表示 为 一 系列 正 交 规 一 的 定 态 解 
Wn = e PIS (rr), n=1,2,..., (1.4.2) 
将 (1.4.2) 式 代 入 (1.4.1) 式 , 得 
| Hou, = Ejus (1.4.3) 
= H' 4-0 时 ,方程 (1.3.1) 式 的 解 y BESH 加 展开 , 得 
V(r,t) = 5 "a, (t)e IP»! ui, (y) (1.4.4) 


TL 


将 (1.4.4) 式 代 入 (1.3.1) X, 便 得 


了 一元 >》 (有 | 再 mn) a, e*t (1.4.5) 


dC, 1 
Se= gD (HEM On Cs=an(De BW, H-HSH' —— (146) 


n 


-18- 第 1 章光 与 非 线 性 介质 相互 作用 的 经 典 与 量子 理论 


这 组 方程 准确 地 等 价 于 Schrödinger 方程 (1.3.1), 求解 y(r, t) 变 为 求解 ou(b 或 
Cn (t). 为 此 , 可 将 ar(t) 按 al? (al? x H's) 展开 为 


Gk = a) 十 a0) +o a0 Lee (1.4.7) 
在 弱 场 作用 下 , H' 很 小 , 这 个 展开 是 收敛 的 , 故 可 将 (1.4.7) RRA (1.4.5) 式 , 并 比 
较 等 式 两 端 H' WAE, 便 得 
da B 


dt 
dag s) 


(1.4.8) 


= (m) P» (KIH'In) als Deest, s 1,2, 


当 常 数 aD 给 定 , 方程 (1.48) 式 给 出 aO 的 递 推 方程 , 此 即 弱 场 的 微 扰 解 . [EU E 
很 强 时 , H' 增 大 , 展开 式 (1.4.7) 式 已 不 收敛 , 微 扰 法 不 适用 . 
现 设 
H'——-p.E-—-p: 》 E(uy)e "^t (1.4.9) 


则 
Hr», = (k|H'|n) = -Hkn - 2, Elur) e irt (1.4.10) 


积分 (1.4.8) X, 得 | 
t 
at? — am | dt ` H! a7 D inkt 


, (1.4.11) 
-i/h] a Y us Y Blup) aD) 
oo " 7 
BUE a = ông 代入 (14.11) Ñ, 得 
aQ (t -3È Hmg * Elwp) o (Vmg—wp)t (1.4.12) 


将 aC 代入 (1.4.11) 式 , 得 


[nm E(wa)lliamg : E(wp)] i mg 一 wp 一 waq 
PO- p DD em Pene PU. eser Gaag 
(Wng 一 wp — wq) (Wmg 一 wp 


将 a 代入 (1.4.11) X, 得 


aW) 一 29 ` [Hkn ` E(wr)||Hnm ' E(wq)|[Hmg : E(wp)] ei(wks 一 wp 一 wd 一 wr) 
UA E: pqr nm (Wkg — Wp 一 wa — wr) (Wng — Wp — wa) (Wmg — wp) 


(1.4.14) 


1.4 弱 场 微 扰 法 解 Schrödinger 方程 . 19 . 


在 此 基础 上 可 计算 出 1~3 级 微 扰 波 函数 及 1~3 阶 极 化 与 极 化 率 为 
0) = 2 om (Dus(r)e m, O= S af" (Dus, (r)e 
WO) = » af (us (r)e ^", (YO — > aR (Quz (r)e""* — (1415) 
WE) = 5 "af (tus (r)e m, (O= S "af" (£)uz, (rem 


m 


RREN 


(p?) = (YO lulh) + (WOO) 
HgmlHmg * E) e ient [pmg * E(wp)]" mg t) (1.4.16) 
pE D (erene Peel eist . 


* — 
Wmg — Wp 


式 中 , 我 们 已 将 oss 看 作 一 般 复数 , 实 部 即 由 m ~ 9 能 级 的 跃迁 频率 , 虚 部 是 唯 
象 引进 的 , 表示 该 能 级 跃迁 辐射 的 线 宽 . 另外 , (1.4.16) 式 的 求 和 号 》 包括 了 正 频 


op SRS -wp 故 在 第 二 项 中 用 -up RË up 将 不 会 改变 和 式 的 值 , 并 使 表 式 更 
简洁 , 再 注意 到 E*(—wp) = E(wp) 以 及 ut, = Hgm 


(p) - 1353 (mln Beg, on Pelis) ee aa 


Wing + Wp 
po- N (p D) = D PO Gs) -iwpt (1.4.18) 
将 POD(w,) 的 分 量 PH (wp) 展开 : 
P® (wp) p (wp) E; (wp) (1.4.19) 


系数 MRERLE. 
将 (1.4.17) 式 代 入 (1.4.18) Ñ, 并 注意 到 (1.4.19) A, 便 得 线性 极 化 率 : 


XE (wp) = zÈ (onte 十 ig (1.4.20) 
(1.4.20) 式 的 前 一 项 为 共振 项 , 后 一 项 为 非 共振 项 . 主要 贡献 来 自 于 共振 项 , 非 线性 
效应 的 共振 增强 即 来 源 于 此 . 因为 当 泵 浦 频率 wp 调谐 到 很 接近 于 ws 时 , 这 一 项 
的 贡献 将 会 增加 得 很 大 , 从 而 也 会 增 大 相应 的 展开 项 a, 而 使 (1.4.7) 式 不 再 收敛 ， 
以 致 微 扰 展 开 不 再 适用 . 我 们 称 场 的 频率 v 很 接近 于 跃迁 频率 ous 为 共振 相互 
作用 . 
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现 求 二 阶 及 三 阶 侦 极 矩 及 极 化 、 极 化 率 . 计算 方法 与 上 面相 似 , 现 将 主要 结果 
写 在 下 面 : 


(p? = Ww ew) + QUO api?) + (Puly) 
gn|Hnm * E (Us) (Umg 五 (wp 
-十 Ly > (£ m (wa)]lu (wp)] 


DO mn (Wng 一 wp — wa) (Wmg — wp) 


[hgn * E(wq)] Umm mg 五 (wp)] (1.4.21) 


(wx + wa) (Wmg — wp) 
[hmg * Elwa)| [pnm : s ce 一 i(wp 十 wa)t 
(wx 十 wa) (os T Wp + wq) 


十 


(3)) Bav Bun ` E(wr)]|Hnm : E (wa) lmg 五 (wp)| 
p= 22 2. (ee e e L 
+ [hgv * E(wr)]Hon[Hnm - E(wp)][Hmg : E(wp)] 

(wy + wr)(Wng — Wp — wa) (Wmg — wp) 

Ig» * E(wr)][ Hum : E(wa)lnmlttmg :五 (wp) 

(wr T wr) (Wig + wr + Ug) (mg Wp) 
4 doe EC) : Eur) nm : E(wp)]pmy e iG as) 
(wr, 十 wr) (Wig + wr + Ug) (s 十 wr 十 Wq + Wp) 
(1.4.22) 


由 此 得 出 二 阶 、 三 阶 极 化 率 : 
po = N (p D) = 2 P (ure cient (1.4.23) 


2 
Pi ) (wp 十 wa Wq, Wp) = ` ` x (wp + wq, Wq, wp) Ej (wa) Ex (wp) (1.4.24) 


jk pq 
(2) TANT mhn 
SP gnnm Amg 
Xijk (Wp + Wg, Wq, Wp) 3 La = m — wg) (Wmo 于 Wp) 
(Wig + wa) (Wmg — wp) (Whg + wa) (mg + wq + wp) 
(1.4.25) 
式 中 P B (j,k; gq,p) 间 的 排列 , 例如 ， 
TANTI IT 
Wna — Wp — Wa (Wma — wW 
Pon Pm mg Pan P nm mg 


B (Wng 一 Wp 一 Ug) (mg — Wp)  (Wng — wp — wa) (Wmg — wa) 
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故 二 阶 极 化 率 xii (o, dcus ws wy) 实际 上 包括 了 6 项 . 又 因为 


pO) 一 一 N (p®) = ` PO (w e i"t 


3 3 
P ) (oy 十 wa 十 wr) = ` ` X. (wp + wq + Wr, Wr, wg, Wp) Ej (7) Ei (wg) En (wp) 


hij pqr 
(1.4.27) 
NONE Np Y Hgv Ion ron Hg 
kjin Wp + wa + wr) mnv (Wvg 一 wr — wg — wp) (Wng — Wg — wp) (Wmg — wp) 
nm 
(wis + wr) (Wng — wq — wp) (Wmg — wp) 
" MITTUNT 
(wis T wr) (wo + wr + wq) (mg — wp) 
" TNNT Eg 
(P T Ur) 十 Wr 十 wa) (Wy 十 Wr + Wq + Wp) 
(1.4.28) 


式 中 P 为 (j,i,h;7,9q,p) 间 排 列 , 故 三 阶 极 化 率 实际 上 包括 24 项 . 
由 三 阶 极 化 与 极 化 率 的 一 般 公 式 (1.4.28), 可 求 得 wr = wo = wp = w, 即 三 次 
谐 波 的 极 化 率 : 
pO = PO) (3w)e™ 3t + c.c 
E = E(wje™™t + c.c 
PO (3w) = x® (3w) E3 


1 
x LLL 
(3w) — n8 jg D Povlivntiamiimg (去 E 3w) (Ung E 20) (wrmo — w) 
1 1 


(ws 十 w)(Wng 7 ums n w) (ws T w) (wig + 2w) (Wmg n w) 


+ * * * 
(wz 十 w) (wig + 2w) (wo + 3w) 
(1.4.29) 


1.5 密度 惩 阵 方程 及 其 微 扰 解法 


1.5.1 ”密度 矩阵 方程 


Schrödinger 方程 押 描 述 的 是 不 包含 弛 豫 时 间 的 守恒 系统 , 故 基于 求解 Schröd- 
inger 方程 波 函 数 法 不 能 处 理由 于 碰撞 引起 的 谱 线 加 宽 等 问题 . 也 正 因 为 没有 考 
BERME, 所 以 当 光 场 频率 与 原子 跃迁 频率 为 共振 时 ， 分 母 趋 于 0, 微 扰 波 函 数 
系数 趋 于 发 散 . 为 了 克服 这 类 困难 , 量子 力学 密度 和 矩阵 方法 便 相 应 发 展 起 来 ， 与 
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Schrödinger 方程 的 不 同 之 处 在 于 密度 矩阵 方程 中 已 唯 象 地 引进 了 表征 弛 豫 参 数 ， 
如 寿命 T, 及 谱 线 宽度 1/T 等 . 

方程 (1.4.4) RARR Yir, t) 按 原子 波 函 数 us (r)e Et 的 展开 式 . 设 原 
子 处 于 ysr, t) 状态 , 则 按 量子 力学 基本 假定 , 物理 量 A 的 期 待 值 (A) 可 表示 为 


Ay - [ wl, tAv. r (1.5.1) 
按 (1.4.6) 式 , yr, d) 展开 为 
t) = X Ce 人 (tun 人 r) (1.5.2) 
将 (1.5.2) 式 代 入 (1.5.1) 5X, 得 
= SDCR Chán 


(1.5.3) 
Åmn = 3 us, Aundr 


Vs(r,t) 满足 Schrödinger 方程 (1.3.1), 称 之 为 纯 态 021. (1.5.1) 式 为 按 纯 (mr, t) 计 
算 期 待 值 , 纯 态 是 量子 力学 中 确定 的 状态 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 并 不 确切 地 知道 原 
子 处 于 哪 一 纯 态 中 , 只 是 概率 地 知道 原子 处 于 We(r, 的 概率 为 p(s), 还 可 能 处 于 
其 他 纯 态 vv(r t), 概率 为 pls’). 故 还 需 将 (1.5.3) 式 对 各 种 状态 按 概 率 p(s) RF 
均 , 并 用 (A) 表示 求 平均 后 的 (4) 值 : 


(A) = 5 p(s) 9 ,CH Cs Am ci mA mn (1.5.4) 
Prim = >》 p(s)Cs* Os 

s 1.5.5 

>》 p(s)=1 (1.5.5) 


按 概率 分 布 的 各 个 状态 称 之 为 混 态 , 相对 于 纯 态 来 说 , 混 态 是 不 确定 的 , 是 按照 通 
第 统计 意义 的 概率 p(s) 分 布 的 各 个 态 plr, t) 的 混合 , 只 有 当 某 一 特定 的 “s” 态 
的 分 布 概率 p(s) 一 1 时 , 才 趋 于 纯 态 . (1.5.4) 式 就 是 对 混 态 概率 p(s) 的 平均 .由 
(1.5.5) 式 定 义 的 矩阵 元 puo, 即 量 子 力 学 密度 矩阵 元 , 当 某 一 s 的 p(s) — 1 时 , 则 


Pam 一 Cm Cn (1.5.6) 
现 讨论 pnm 的 物理 意义 . 其 中 , S f EEG: 
= X p(8)C Ch = > D(s)|C2 (1.5.7) 
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为 处 于 n 态 的 概率 ; 非 对 角 矩 阵 元 (n Z m): 


pnm = Dp(s)O% C = Dp(s)|Os Cz e 9 92 (1.5.8) 


则 表示 状态 n 与 状态 m 间 的 关联 . 这 种 关联 将 在 原子 辐射 的 谱 线 宽度 中 体现 出 来 ， 
这 种 关联 不 仅 与 振幅 |Cs*Cs,| 有 关 , 还 与 初始 相位 差 05 — o5, 有 关 , 后 者 是 很 重要 
HJ. 例如 在 热平衡 情况 下 , 由 于 原子 间 的 很 频繁 的 碰撞 , 初 相位 5s， 和 Gs 完全 无 
规 , 相位 差 AS = 65, — 95 在 (0,22) 内 均匀 分 布 , 故 有 


2x 
-a g dA 0 
fum X | gi? 7 一 0 
0 27 


这 束 是 非 相 干 情形 . 另 一 方面 , 在 没有 碰撞 的 相干 的 情形 , Ao = s, — 5s 取 一 特 
定 的 数值 , 而 不 是 在 (0, 2r) 内 均匀 分 布 . e^? 可 从 (1.5.8) 和 式 求 和 号 中 提出 来 , 而 

JURE (1.5.4) 式 的 两 重 求 和 写成 矩阵 求 迹 的 形式 : 
(A) 一 3 pnm Amn 一 > (p4)m — tr(pA) (1.5.9) 


TL 


改 物理 量 4 的 期 待 值 CA) 对 混 态 求 平均 A, BM p SAT 4 的 积 pA 的 
对 角 元 之 和 , 即 求 迹 . 密度 矩阵 p 的 矩阵 元 Pum 由 (1.5.5) 式 定义 , 现在 求 pnm 对 
时 间 的 导数 , 并 假定 p(s) RB aet. SO, OT 按 (1.4.6) 式 消去 , 便 得 
S* dO S 
Pnm= = pC) (ex s dt ^ dt ez) 
== y p(s) (Y: Ch HC; — > err) 


一 二 ` (Hnypum 一 pnv Hym) 


(1.5.10) 


一 1 一 1 
= —(Hp-— pH)nm = — |H , nm 
z (Hp — pH) z|H , pj 


(1.5.10) 式 为 密度 矩阵 随时 间 的 演化 方程 , 与 Schrödinger 方程 (1.3.1) 等 价 . H 为 
包括 Ho 与 相互 作用 H' 在 内 的 哈密 顿 量 , 是 完全 确定 的 . 

一 些 不 确定 的 因素 , 如 原子 间 的 碰撞 的 影响 , 在 (1.3.1) 和 (1.5.10) 式 中 均 没有 
包括 进去 , 因为 碰撞 的 结果 将 使 得 原子 系统 改变 其 在 n,m ASIE pI, Jh 


即 改 变 了 原子 在 y(r, t) 态 的 分 布 概率 , 于 是 有 OP (1.5.10) 
式 时 假定 p(s) 不 随时 间 变 化 是 相悖 的 . 故 anto) = 0 5j (1.3.1) 8 (1.5.10) 式 , 均 不 
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包含 不 确定 的 因素 . 不 确定 的 因素 导致 ps) ) 2 0, 但 是 直接 计算 有 困难 . 我 们 可 在 


Pom 的 演化 方程 中 ， 唯 旬 地 引进 一 些 表 现 弛 丈 过 程 的 参量 ynm, 来 体现 这 些 不 确定 
的 因素 的 影响 DU, 即 


pnm = -i/h|H, P]um 一 Ynm(Pnm 一 Dum) (1.5.11) 


式 中 第 二 项 为 弛 更 项 ，ywn, 2998398 83285 pos. 为 稳 态 值 . 考虑 到 在 热平衡 情况 下 ， 
各 状态 的 初 相 位 是 无 规则 的 , 故 非 对 角 矩 阵 元 pur. 的 稳 态 值 Dnm 应 为 0, 故 可 将 
(1.5.12) 式 写 为 
pnm = —i/h|H, plnm — Ynmpnm, nfm (1.5.12) 
pnn = —i/h|H, plnn 一 ^Inn(£nn 一 Pnn) (1.5.13) 
nf CLUE BOSE AEREA IBIS Ynn, Imm IERA EERBARE ynm 之 间 存 在 
关系 


1 
Ynm 一 z nn 十 Ymm) + Ynm (1.5.14) 


式 中 you, 表示 原子 碰撞 对 相位 的 影响 . AEREI ynon 即 为 原子 处 于 n 态 的 
寿命 的 倒数 . 设 初始 时 原子 处 于 n 态 的 概率 为 |C%(0)|?, 则 经 过 时 间 t 的 弛 豫 后 为 


IC (t) = ICs (0)? e 77 
HU 
C, (t) — Cn (0)e 7ni 2i n-iwnt 
同样 有 
C (t) = Cm (0)e  Ymmt/2719m ciunt (1.5.15) 
prm(t)= >_ p(s)Cs* (t)Cs (t) 
— Y 1 »(s)02; (00$ (0) exp[—(Ynn + Ynm)t/2 — iwnmtlexpli( Sm — Bn)] 
l l (1.5.16) 
式 中 exp[i( $5, 一 $,)] A h TREET 5 DERIT] ARAH: 
ei($ 94) = e-iA8 5,1 1A — (A)2/2 = 1 — yint a e Tmt (1.5.17) 
将 (1.5.17) 式 代 入 (1.5.16) 式 得 


Pnm(t) = 3» (0)C5 (0)e Ymt ien mt — pm(0)e nmt ion mt 
(1.5.18) 


1 C 
= z (Ynn + Ymm) 十 um 
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应 用 (1.5.18),(1.5.9) 式 可 求 得 原子 的 偶 极 矩 A 的 期 待 值 


7 — Lmnpnm(t) 十 Hnmpmn (t) 一 Inn fnm (0)e Tmt nmt + c.c. (1.5.19) 
故 在 外 场 为 0 的 情况 下 , 原子 的 偶 极 矩 自发 辐射 的 线 宽 为 ym. 
1.5.2 ”用 微 扰 法 解密 度 矩 阵 方程 


按 前 面 方程 (1.4.5) 式 导 出 迭代 方程 (1.4.8) 式 的 方法 , 我 们 不 难 由 密度 矩阵 方 
FÉ (1.5.11) 出 发 导出 相应 的 迭代 方程 . 注意 到 五 = Ho + H' 以 及 


[Ho, p]um = (Hop — pHo)nm = (Em — Ém)9nm (1.5.20) 
于 是 (1.5.11) 式 可 写 为 
Pom = (—iwnm 一 Ynm)Pnm 一 ZU. Plam + YnmPnm (1.5.21) 


Pam = DA), +o, +- oE, H 


(o N (1.5.22) 
Pam X (H) 
将 (1.5.22) 式 代 入 (1.5.21) Ñ, 并 比较 H" WAE, 便 得 
BÀ, = 一 ionmpt — YY (pe, — Pam) (1.5.23) 
pl, = —(iw + nmk), — i/R[H' pO Du, = 1,2, (1.5.24) 
由 (1.5.23) 式 易 看 出 pkh 的 解 为 
(0 _ > 
Op —0, nám (1.5.25) 
由 (1.5.24) XS, 得 
9 一 J um. pD] nme Cnm nm) t=) qr (1.5.26) 


注意 到 


[H', p», => 3M 一 IT OE = —(Pmm — Pnn)Mnm: E — (1.5.27) 


以 及 
E = 》 E(w)e rt (1.5.28) 
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将 (1.5.27) 式 代 入 (1.5.26) 式 , 得 


7 — p . . t . P 
pi, (t) NE 2 Inm E(wp)e enm -iam)t f - elitm p) -Ynm]t' gy 


fee s Pe Inm ' Uy )e pt 
» Wnm 一 - l!nm 
(1.5.29) 
利用 ot. (t) 可 计算 感 生 偶 极 矩 的 期 待 值 : 
(4)=tr( po (bp = às Pam Hmn 
H 2. Pnn N^ Hmn(Hnm ` E(wp))e “zt (1.5.30) 
PEE 2. sii, Eie m 
将 (1 写成 》 (p(wp)) et 形式 , 便 得 
mnm nn mn nm ` E D 
(pp) = 并 Pm Be Pen (en p) (1.5.31) 
由 此 可 求 得 线性 极 化 PO (wp) 及 极 化 率 XO (wp) 分 别 为 
PO (wp) = N (p(wp)) = x (wp) 五 (wp) (1.5.32) 
N mn Hmm 
XY (wp) = n » — Pan) p (1.5.33) 
或 
i 了 7 
Xi (wp) — F » = Pan) TE 
04 04 (1:5.34) 
Nx ( Hmnlüum | Hmnllhm 
h nm Pmm Unm 一 Wp m l'Ynm Wnm + Wp + lyYnm 


这 结果 与 波 函 数 微 扰 法 得 到 的 结果 (1.4.20) 式 比较 , ERENT S n KA 
ER 5 的 影响 . 若 初 始 时 原子 处 于 基态 , 则 有 


Pagg = 1, Pmm=0, MEg (1.5.35) 


i j i j 
x9 = p» Hon Hng n H gn ng (1.5.36) 
J h Ung — Up — YYng Wng wp YYng 
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—————————————————————— I 


对 于 二 能 级 原子 , (1.5.36) AX n 的 求 和 号 可 去 掉 , 并 略 去 反共 振 的 第 二 项 , 便 得 二 
能 级 的 极 化 率 公式 : mU 
Qu) = IM. Mining 

P h Ung 一 wp — YyYng 
其 实 部 与 虚 部 如 图 1.7(a), (b) 所 示 , 为 具有 宽度 2ng 的 Lorentz 线 型 . 折射 率 n(w) 
也 可 通过 线性 极 化 率 x OX (o) 来 计算 , 即 


= VI+4rxGD(w) = 1 + 2nX (uj) (1.5.38) 


(1.5.37) 


gU) mat? 


图 1.7 x& B8 w 的 变化 曲线 


Xd 

n — n! -- in" (1.5.39) 
而 传播 的 波 矢 为 上 , 则 有 

k=2 ue (1.5.40) 
对 波幅 的 吸收 系数 为 

A n” (w)w 
对 强度 的 吸收 系数 为 

o - in g5 (1.5.41) 


1.6 H v(r,t) 的 量子 化 


在 经 典 极限 情形 , 原子 是 粒子 , 满足 经 典 力学 粒子 运动 方程 . 经 过 量子 化 得 出 
的 Schródinger 方程 (1.3.1), 却 赋予 原子 以 波 函 数 Yir t) 的 描述 . 同样 在 经 典 极限 
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情形 光 是 波 满 足 Maxwell 方程 , 波 场 经 过 量子 化 后 便 给 出 光 场 的 粒子 即 光子 描述 . 
但 场 的 量子 化 不 仅 适 用 于 光 场 , 也 适用 于 满足 Schrödinger 方程 的 物质 波 场 vir, t). 
虽然 yir, t) 经 量子 化 后 又 回 到 但 不 是 简单 地 回 到 粒子 , 而 是 由 单 粒子 理论 问 多 粒 
子 理论 的 转化 , 最 重要 的 是 包含 了 粒子 的 产生 与 淹没 算 符 及 算 符 对 易 规 则 所 引 含 的 
粒子 统计 . 习惯 上 称 由 经 典 的 能 量 守恒 方程 E = p?/2m - V(r,t) 出 发 , 应 用 算 子 法 


E 一 Imp 一 —ihWV 得 出 Schrödinger 方程 (1.3.1) 为 一 次 量子 化 , 而 由 y(r, t) 出 
发 应 用 场 算 子 的 对 易 规则 使 场 量子 化 为 二 次 量子 化 . 光 与 原子 相互 作用 本 喘 就 包 
含 了 场 与 粒子 两 个 方面 , 故 只 讨论 由 粒子 得 出 物质 波 vw(r,t) 所 满足 的 Schrödinger 
方程 (1.3.1) 是 不 够 的 . 还 必须 讨论 电磁 场 及 物质 波 场 y(r,t) 的 量子 化 , 由 此 得 出 
的 粒子 表象 也 是 本 书 常用 到 的 表象 . 这 一 节 我 们 简要 介绍 非 相对 论 波 场 (m, t) 的 
量子 化 . 

参照 (1.4.4) 式 , KERK yr, t) 及 其 共 纯 波 函 数 pir, t) 用 定 态 解 (1.4.2) 展 
开 : 

v(r,t)-— y Lak (t)ux(r)e en 
k 


= 》 ai (tuž (r) 
k 


并 将 其 中 的 展开 系数 arlt), al) 算 符 化 . 式 中 ar, al 分 别 为 状态 k 的 淹没 与 产生 
SERT, 它们 在 相互 作用 绘 景 中 的 运动 方程 参照 (1.4.5) AA 


d 
m ii- (k|H'|n) e lwkpnt 


(1.6.1) 


1.6.2 
ii (1.6.2) 


cim (n| H'|k) e "etat 
引进 粒子 数 算 符 Ny = alak, ax, at 的 对 易 规则 为 


lak, aj] = = Akal + MS 二 0 
la}, "um = oai + ai al —0 (1.6.3) 


[ag, al]+ 一 aa, + al Ak = Ókl 


在 (1.6.3) AP, 按 粒 子 服 从 Bose 统计 或 Fermi 统计 , 分 别 取 “一 ”或 “+ ”号 . Ht 
“一 ”号 时 , 称 之 为 对 易 关 系 ; RP ”号 时 , 称 之 为 反对 易 关 系 . 

服从 对 易 关 系 akal 一 alax = 1 的 Bose F, 其 粒子 数 态 ( 即 粒子 算 符 Ne = alag 
的 本 征 态 ) 可 表示 为 [n,n ,nxk,…), ax, al 作用 于 其 上 , 得 


1 
ak |n1, 2, kg, ) = n In1,:::,ng — 1,::-) 


(1.6.4) 
al Ini,n2,:** Nk) — (Nk + 1)1/2 In1, >, Nk + 1,:--) 
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易 证 由 (1.6.4) 式 定 义 的 ax, aj 满足 对 易 关 系 aral — alar = 1. 事实 上 , 由 (1.6.4) 
式 易 得 出 


(axal, — ajax) 1 一 Ini, nk, n) 


i 


1.6.5 
aya! — arak — 1 


男 一 方面 , 满足 反对 易 关 系 aral --alay = 1 的 Fermi F, 是 服从 Pauli 不 相 容 
原理 的 , 因此 
N? = alapala = al (1 — aak)ak 一 al ap = Nk (1.6.6) 


W ON, 的 本 征 值 为 nk, 则 


Ng (1.6.7) 


Ny n1, ng: >= Nk|Ni, Tk, -) (1.6.8) 


由 (1.6.6)~(1.6.8) 式 得 n? = ni, ny = 0,1, 即 同一 状态 k 中 最 多 只 能 有 一 个 粒子 . 
相应 于 本 征 值 ny = 0,1 的 本 征 态 可 表示 为 


o>= (3) -(1) (1.6.9) 


满足 Fermi d^ BOW AE XH a,at 的 矩阵 表示 为 


zi j) s ,| (1.6.10) 
0 0 1 0 


由 (1.6.9) 和 (1.6.10) 式 易 证 下 面 的 关系 成 立 : 
a|)-n|i—n) a!imn)-(1-n)|1 — n) (1.6.11) 


系统 的 状态 仍 可 写 为 In1,n2,… ,ns,…). 考虑 到 要 同时 满足 (1.6.3) 式 前 面 两 个 对 
BRA, (1.6.11) 式 应 推广 为 (与 (1.6.4) 式 相 对 应 )13] 


ak TO 一 


al ni ng, -) = 44(1 nk) [m ,1 — na, -) (1.612) 


k—1 
Ok —(-1"^,  w-n 
j=1 
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还 可 证 明 总 的 粒子 数 N = > alag 是 一 个 常数 , 因为 
daN — dat ; dak 
rao? Cos + rJ 
-i/As ` ((nlH'ik) ale "nig, 一 al (k| H'|n) a, ett) (1.6.13) 
k n 
-i/h > 3 Md In) — (k|H"|n))ala, ei^*^* = 0 
k n 


对 于 含 单 电子 的 二 能 级 原子 系统 , N = 1,k = 1,2. 由 alap + aza% = 1,ajal 十 
aial = 1 及 一 个 能 级 上 电子 不 能 连续 漂 没 (或 产生 ) 两 次 ， 因 总 共 只 有 一 个 电子 , 故 
有 


0109 = 02301 = Q1Q1 = alal = (02305 = ala! = 0 


定义 ot = alar = 091,0 = alaz = p12. Oz = (alas — ala3)/2, of+(o-) 为 电子 的 上 
TF (下 降 ) 算 符 , 即 电子 由 基态 跃迁 到 激发 态 (或 由 激发 态 跃迁 到 基态 ), o 为 处 于 
激发 态 原 子 数 与 处 于 基态 原子 数 之 差 除 以 2, 即 半 反 转 粒子 数 . 根据 ot, o, 的 定义 
可 以 证 明 : 
oto- -o70* = ala,alas + al azala 
= a} (1 — alai )az + al (1 — ala3)a (1.6.14) 


= alas 十 alai 一 工 


oto- —0-0* = alaz — ala, = 2o, 
ot2 一 go`? — 0 (1.6.15) 


oto, — gs0+ = Fot 


参照 (1.6.13) 式 的 计算 方法 , 可 求 得 二 能 级 原子 系统 cs,o-,c+ 的 运动 方程 : 


do; 2g — il " 
d 2^ 32 
do~ P 
u^ —-if)e, (1.6.16) 
dot DL 
一 -一 Oz 
dt 
式 中 | 
Q — —9 aH |2) eint 
h 
E | 
g 22 E (up) Aw = wp — w21 


h ? 


OO taatia AE tet ian beai pitii a eov a MIAE ome. i nata venerari goa eo n ut gA raean E ariman rn Dev Tore adnan nhia Sindhi sbe Marinei pavima fue Eon TO ia acest niens ai mee Seen urn at URSI A meum oce to 
E AANA MAE E N AARE NL E SA ARENASA HEN E epis vtero aana TT miata M EAren Tisi tend ni Priest irn MAE em 


En 
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参照 在 密度 矩阵 方程 (1.5.21) 中 引入 弛 豫 系 数 的 办 法 , 在 方程 (1.6.16) 中 引进 弛 和 豫 
系数 ,2 及 öz, 便 得 Bloch 方程 : 


^ 


do; ( 5 .2* - ,,2 + 

= — Oz 一 0z) 一 
di ^c Oo ID o LI 
do~ — np 1.6.18 
dt 29 — iNo, (1. . ) 
dot 


gr TRH ife, 


其 中 ,yi = pon - A Ty 为 原子 处 于 激发 态 的 寿命 , HUC DIR I]; T 为 原 


子 的 相位 失 相 时 间 , ERARE. 它 反映 原子 辐射 的 线 宽 , 与 原子 的 自发 辐 
射 寿命 及 碰撞 频率 有 关 ， 


1.7 电磁 场 的 量子 化 


电磁 场 的 量子 化 是 量子 光学 首先 要 讨论 的 问题 . 人 们 对 光 亦 即 对 电磁 波 场 的 
认识 , 是 经 历 了 一 个 漫长 过 程 . 在 经 典 力学 范围 内 , 众所周知 , 最 先 有 牛顿 的 光 微 
粒 假设 ， 后 来 有 惠 更 斯 的 波动 学 说 ， 最 后 定论 在 Maxwell 的 光 的 电磁 波 理论 . 在 
量子 力学 范围 内 ， 最 先 有 黑体 辐射 的 简 谐振 子 理论 ， 后 来 有 爱 因 斯 坦 为 了 解释 光 
电 效应 提出 的 光子 假说 如何 将 电磁 波 与 光子 学 说 统一 起 来 , 就 是 我 们 要 讨论 的 
电磁 场 的 量子 化 .解决 这 一 问题 的 依据 是 什么 呢 ? 简单 地 说 就 是 电磁 场 能 的 经 典 
表示 式 与 量子 表示 式 , 前 者 代表 Maxwell 的 波动 理论 , 而 后 者 则 代表 黑体 辐射 量 
Tie. 


(1) H, = = J dr(E? + H?) 
(2) Ho = 3 Y ho; (w+3) 


第 一 个 表达 式 , 表明 场 能 应 是 能 密度 (E24 H?)/8r 的 体积 分 , 而 第 二 个 表达 式 
则 说 明 场 能 可 理解 为 许多 独立 简 谐振 子 能 量 (nj + 1/2)hiw; 的 总 和 . 其 中 o; 为 第 7 
简 谐 振子 的 角 频 , 而 Duo; 为 具有 该 频率 的 光子 能 量 , 而 w 为 具有 该 频率 的 光子 数 ， 
1/2 为 零点 振动 能 . 这 些 恰 是 Planck 与 Einstein 所 给 出 的 量子 论 图 像 . 如 何 将 这 两 
者 统一 起 来 , 开创 性 的 工作 是 Dirac(1927) 与 Fermi(1930) 最 早 发 表 0131. 实质 上 就 
是 将 电磁 场 展开 为 一 系列 驻 波 模式 的 迭 加 , 并 与 简 谐 振子 等 同 起 来 . 而 简 谐 振子 的 
量子 化 规则 是 已 有 了 的 . 这 样 一 步 一 步 地 建立 了 场地 量子 化 规则 . 
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1.7.1 电磁场 的 模式 展开 


首先 将 自由 空间 的 电磁 场 用 驻 波 模式 展开 . 参照 前 面 的 (1.1.13) 式 并 计 及 自由 
空间 的 PN = 0, 得 出 ; 
V?E — Lu =0 (1.7.1) 
现在 考虑 一 长 度 为 工 的 谐振 腔 内 , 电场 E 的 驻 波 模式 , 亦 即 满足 波动 方程 (1.7.1) 
的 各 种 驻 波 模式 解 . 为 简单 起 见 , 故 取 电场 E 的 m 方向 分 量 Erle, t) 的 正 交 模式 
展开 : | 


8 w?m; 2 
E,(z,t) = — >, Ss q; (t) sin(k;z) 
后 = 77, j21,2,3,- (1.7.2) 
式 中 , q; 为 模式 幅度 , 具有 长 度 因 次 , 而 k 为 波 数 . wj = jnc/L 为 腔 所 允许 的 谐 
振 频 率 , 即 本 征 频率 . V = LA 为 腔 的 体积 , 4 为 腔 的 横 截 面 , m 为 常数 , 具有 质量 
WAR. miq 的 引进 均 是 为 了 将 电磁 场 的 单 模 振荡 与 经 典 力 学 质点 的 简 谐振 动 等 
价 , 只 有 形式 上 的 意义 . 由 (1.1.2) R, 并 注意 到 在 真空 中 P —0, D = E + AxP, A 
由 空间 的 J = 0, 便 得 
VxH= Lr (1.7.3) 


将 (1.7.2) 式 代入 (1.7.3) 式 便 得 H, 的 展开 式 : 


H,- Y (S ) i į; (t) cos(k;2) (1.7.4) 


将 (1.7.2) 和 (1.7.4) 式 代入 经 典 场 能 表示 式 ， 


8 
2 
X Tq; + mjġ?) = 一 -3X CE +) 
正则 动量 . 每 一 模式 均等 价 与 一 个 力学 的 频率 为 wj 的 简 谐 振子 . 
1.7.2 ”电磁 场 的 量子 化 
按 力 学 运动 粒子 量子 化 规则 得 出 p;, oj 的 对 易 规 则 为 


H= z, dr(E7 + H7) 
(1.7.5) 


qj py] = ihó; 
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[qj, q; | = [pj, D] — 0 | (1.7.6) 
(1.7.6) 式 所 表示 的 仅 是 量子 力学 粒子 运动 的 量子 化 规则 , 还 未 能 帮助 我 们 见 到 光子 
的 产生 及 潭 没 (被 吸收 ) 的 物理 图 像 . 如 果 将 (1.7.5) 式 右 端 作 一 正则 变换 , qj, pj — 
aj, a] 情况 久 不 一 样 了 . 这 个 变换 被 定义 为 


—iw;t I . 
Qje “7 = ITEMS (mjwjqj + ip;) 

; 1 

i iwjt —. 43-10: — In- 
aje ”于 /Dh (mwjq; 一 ip;) (1.7.7) 
于 是 (1.7.5) 式 可 写 为 
1 
H -—h X Wj (aja 十 5) (1.7.8) 
j 


将 (1.7.8) 式 与 场 能 的 量子 表达 式 Ho 比较 一 下 , 是 非常 接近 的 , 只 要 将 n; 定义 为 
alaj, 两 式 便 全 等 了 . 由 (1.7.6) 和 (1.7.7) 式 不 难 证 明 , al a; 满足 如 下 对 易 关 系 : 
[aj, a1] —ój;p, [aj ap] = [a5, a1, ] — 0 (1.7.9) 


参照 式 , 将 (1.7.2) 和 (1.7.4) 式 用 al aj 来 表示 , 便 得 


dnfiw\N?, ! 
Ez(z,t) = — ` ( o J (aje t+ alet) sin(k;z) 


j 
Ani); V2 ! ! 
Hy(z,t) = DD (TT) (aje it — atest) cos(k;z) (1.7.10) 
j 


注意 到 (1710) 式 是 将 E, (0) 用 驻 波 模式 sin(kz) 进行 展开 的 ， 如 用 行 波 模式 
etiz — cos(k;z) + isin(kjz) 展开 , 并 考虑 到 | sin^(k;z)dz/L = 1/2, 而 | @ikjz 
e`ikszdz/L = 1, WA 12 0 0 


1 
Ez(z,t) = 53 ( T J (ae lestis 一 al elest Ri?) (1.7.11) 
j 


一 般 地 , 令 ey = (2nhwy/V)8, 


. NOS Li ik. 
E(r,t) = DD el )ekak ye iwpttikr | ec, 
k,A 


AX) 
H(r,t)=i Ck X Ê% 


k,A 


ekap Ae kt 十 c.C， (1.7.12) 


Wk 
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式 中 ez 为 偏振 方向 的 单位 矢量 , 而 A 在 相互 垂直 方向 求 和 : 


Y-XX- (z) [9x (1.7.13) 


k,A 


(1.7.13) 3 Y^ 即 对 两 个 可 能 的 偏振 态 求 和 . 这 时 对 易 关 系 (1.7.9) 应 推广 为 
入 
[ak > Gk! y] = lak xs ai vv] =0 


laky, ay y INT (1.7.14) 


eD D. kk 为 彼此 相互 垂直 的 单位 矢量 . 由 这 三 者 可 构成 单位 并 矢 ; 


epep rq + -l (1.7.15) 
并 有 " 
enee + El EC = bij 一 ux (1.7.16) 


应 用 (1.7.12), (1.7.14), (1.7.16) X, 得 


2nhic A) [ (A A ik-(r—r' —ik-(r—r' 
[Es (r£), Hy(v,£)] 577 NO A et kz — e k,][eie (77) — eik (rr)] 
kA 


Anh , ; 
— V >》 kz [e^ (r77 ) e ic (r-r ) 
k 


0 
—j — 8e) (mp — r 
inher ð (r-=r') 
(1.7.17) 


[E; (r,t), H;(r,t)] = 0, J = 4,9. 


E;(r,t), Hy(r',t)) = inho D. (r — r^) (1.7.18) 
7 ol 


j k, 构成 x,y,z 顺序 排列 , 由 (1.7.18) 式 得 知 E, H 的 平行 分 量 是 可 同时 测量 的 ， 
但 相互 垂直 的 分 量 不 能 同时 准确 测量 . 
1.7.3 ”光子 数 态 (Fock 态 ) 
现在 讨论 频率 为 w 单 模 场 , 它 的 能 量 算 符 的 本 征 态 用 n) Xn, 本 征 值 为 En, 
于 是 由 (1.7.8) 式 得 
H |n) = hw (ata + z) In) = E4|n) (1.7.19) 


1.7 ”电磁场 的 量子 化 . 35 . 


我 们 将 H 作用 在 上 aln), 并 注意 aa! — ata = 1, 则 得 
Ha|n) = hw (ata + z) ajn) = fiw (ao 一 3 a|n) 
— hwa (ata + 5) In) — hwa|n) (1.7.20) 
= (En — hw)a|n) 


可 见 ajn) 也 是 能 量 算 子 H 的 本 征 态 , 其 本 征 值 为 B,_1 = En — fw, 本 征 态 应 为 
In — 1) = a/an |n), 按 归 一 化 条 件 : 


ala n n 
(n — ijn — 1) = (n PAE n) = ia, E Vm) 7E 1 (1.7.21) 
故 有 Qn = yn. 
ajn) = vnin — 1), al0) «0 (1.7.22) 
同样 方式 可 求 出 
atln) = Vn + ljn 4- 1) (1.7.23) 
重复 这 一 过 程 , 得 
at)” 
In) = ( 2 |0) (1.7.24) 
而 
H| =r ( | +13) ) = hu ( +5) ) 
n) = a'a +z |in) = n-t;J|ln 
B 
E. = (> + ;) hw (1.7.25) 


故 n) GR n 个 光子 的 态 , hw/2 为 零点 能 量 , 即使 n = 0, 即 什么 光子 也 没有 
的 真空 态 . 零点 能 量 Eo = hw/2 也 还 是 有 的 . 这 个 能 量 也 称 之 为 真空 起 伏 能 . 这 一 
点 非常 重要 . 它 是 引起 原子 的 自发 辐射 及 原子 能 级 的 Lamb 移 位 之 源 . 有 很 多 量子 
光学 现象 , 均 与 此 有 关 . Fock 态 的 全 体 In), 构成 一 完备 集 , 即 


> Inin =1 (1.7.26) 
n=0 


任意 态 
I) =X Chin), Cn = (nly) (1.7.27) 
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上 面 讨论 的 是 单 模 场 的 光子 数 态 , 推广 到 多 模 场 是 容易 的 . 
H= Hy — M hr (ala. 十 ;) 
k 


1 
Hy|nk) = hoy (m. 十 5) Ink) 


Akj|Nki; Tia ots) -一 /Nj Ri Nka; Nk; — 1,.….) 
al [Nki Nka t nk) = VnNgj + l|ng, Nkat nk, ls) (1.7.28) 


1.8 RFI HR E BE DUAE 


1.8.1 单 原子 辐射 


初始 处 于 激发 态 的 原子 目 发 辐射 回 到 基态 , 由 于 辐射 场 对 原子 的 反作用 , 会 使 
得 原子 辐射 有 一 定 的 线 宽 且 有 能 级 移 位 . 这 从 原子 波 函 数 随时 间 的 变化 可 以 看 出 
来 . 这 就 是 Wigner 与 Weisskopf 的 自然 线 宽 理 论 (14. 

将 电场 E 经 量子 化 后 的 (1.7.12) 式 用 空间 模式 wlr) 的 展开 来 表示 就 是 按 空 
间 模 式 ulr) 的 展开 式 


= 一 1 » V 2x hw X(ble iwat bye aten cux(r) 


一 >》 人 Ej eio + EX ,e"^*)uy(r) 
入 ;Cr 


(1.8.1) 


式 中 , 和 为 模式 指标 , ex» 为 光 的 偏振 , ux(r) 为 归 一 化 的 空间 模式 , 若 为 平面 波 , 则 
ux(r) 一 工 -3/2eikx7. 工 为 谐振 腔 的 尺度 , b、, bt 分 别 为 第 “X" 模式 的 光子 的 淹没 与 
产生 算 符 . 由 (1.8.1) 式 给 出 的 E(r.t) 是 一 个 算 符 展 开 , 只 有 作用 在 态 函 数 上 才 有 
意义 . 例如 , 作用 在 真空 态 |0、) E, bal0) = 0, 6110) = |13), 故 (1.8.1) RA 


E(r 0) = Tio Vrh XeiwxteA ux (r)|13) (1.8.2) 


TAE OAS AIEEE (1.3.3) 式 , 得 


(g, 1s|H'’le, 0.) 2 i 2nhuye "^ *uy(r)(g| — er |e) .ENc 


. [2n iu 
ax (一 6ji wy Peg" ^u (r)(e|r|g) | EX 


= (—e) e ^u (r)teg "Ezo (1.8.3) 


1.8 ”原子 辐射 的 线 宽 与 能 级 移 位 37 . 


这 是 一 个 激发 态 原 子 辐 射出 一 个 状态 为 “入 , es,o。” 的 光子 并 向 末 态 9 跃迁 的 H' 5B 
阵 元 .参照 弱 场 微 扰 理论 (1.4.5) 式 我 们 求 得 原子 的 初始 状态 |e,0) KRÆ |g, 13) 
的 模 量 aeo(t),a9,1, 随时 间 t 的 变 率 方程 为 


dae o(t) 1 iw 
—a Cd > (e, 0| H"|g, 13)e9*a, 1, (t) 
gla 
da t 1 Liu 
Ton th = Ti 14|H']e, 0)e "sa, o(t) (1.8.4) 


由 此 解 出 


1 fi "E 
2944 7 ix J (g, 1al Hle, 0)e ^5" ae o(f')dt' 


。 t 
ie / 2xh ,1.. EF O y 
A Vw rae "Veg EXia | e Wese" a, (t^)dt 
A 0 


dae o(t) -1 2nhe? 2 e — t—t') IN ad 
oU) | iw 2mhe e eno) | Eile on) a (tdt (1.8.5) 
dt h2 A. waL3 ^ OU? 0 


现 对 ae olt) TE Laplace 变换 , 并 注意 到 aco = 1, 于 是 有 


| e-t $a, o(t)dt = sá(s) — 1 
0 


| a u (nea cH aeo (t) 
0 


= f aeol de ot e Xv g —wA)t! dt’ u e ls-i(we,g -ota 
0 t 


= | v" aote "dt a) (1.8.6) 
0 


PEST ERES s — i(we,g — wA) 


代入 (1.8.5) 式 得 
-1 
. 2nhe? (veg - Exo)” 
— ————————— 1.8.7 
a(s) s+ PE (We — wa 十 is) ( ) 
由 Laplace 反 变换 得 出 初 态 模 量 ceo 人 
1 E 十 1co 1 € ioo est ds 
t) = — stá(s)ds = — S OCB c0. 
"eol) = 55 1. e ats)ds = z J i 2xhe? (Veg - £c)? 


h? - L9wx(weg — wa + is) 


(1.8.8) 
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LIA s 复 平面 虚 轴 的 路 径 积 分 , 再 补 上 左 半 平 面 无 限 大 半圆 (贡献 可 略 去 ), 便 是 
一 包括 左 半 平 面 的 闭路 积分 , 显然 对 积分 作出 贡献 的 即 被 积 函数 在 左 半 平 面 的 极点 
Re(s) < 0, 当 s 很 小 时 


1 Weg — WA ls P inó( 
— MÀ CO — inó(wes 一 
Weg — Wa tis (weg v wa)’ 4 s? (Weg 一 wA)? 4 s? Weg T WA g A 
(1.8.9) 
式 中 P 为 取 主 值 ， m[ x z)dz = 1, 代入 (1.8.8) 式 得 
1 E 十 ico St ; | 
Qe,0(t) = zi |/ — — — e7 (2 TetiAwe)t (1.8.10) 
m Je—ioo 5 十 3 e 二 1Awe 
式 中 ， , , 
27 2nhe" (ve, ' Ezo) 
e — 了 了 一 -一 一 一 一 一 0 eo 一 
Ye = 72 > IER (weg — wa) 
g,lx,c 
1 Prhe? (Veg: Ezo) P 
Au, = — 2Whe (Veg Exo) P (1.8.11) 
h? L3w\ Weg — WA 
g,1A,0 


由 (1.8.10) REH, 初 态 模 量 ao (6). 由 于 原子 与 真空 场 |0) 的 相互 作用 按 EE. 
减 而 且 能 级 有 Awe 的 移 位 ， Ye, AWe 的 数值 可 按 (1.8.11) WA, 注意 到 ( 见 yu » 


1 uw? dux 
D = | Aan (1.8.12) 
lx 
`S [Veg - Erol — v2 (cos? Q + cos 2 8) = = v2 g(1 — cos ? 


0—1,2 


df2-sin0d0d$ 


€A1 


图 1.8 u 5E ky, êx1, êa 的 夹 角 


代入 (1.8.11) 式 得 


3 
YS [EU (Weg -edo f 0 — cos? 0)df = » Meg (1.8.13) 
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e?u? wadw 2e?v? wdw 
Aus = 一 >》， 25P / à ~ fa- ?g)dQ = — gp f nd 
“ - Ahn? c3 WA — Weg (1 — cos“ 6)d » 3hinc? WA — Weg 


(1.8.13) 式 给 出 的 ye 即 原子 的 自发 辐射 寿命 , 但 给 出 的 能 级 移 位 则 是 发 散 的 , 需要 
进行 质量 重 整 化 才能 得 出 有 物理 意义 的 结果 . 

现 引进 参量 k = huy 为 光子 的 能 量 , hweg = Ee 一 E,, We = jiAwe 为 电子 与 光 
场 相互 作用 而 产生 的 移 位 能 , 或 称 之 为 电子 的 自 能 . ve = p/m = h/imv 为 电子 的 
速度 , 则 上 和 式 可 写 为 


2e? LEE 
We = f ^ 3 2 ETE E E | "x (1.8.14) 
积分 (1.8.14) 式 , K RA me. 上 面 公式 是 对 束缚 电子 而 言 的 . 如 果 是 自由 电子 , 则 
自 能 为 
W, -S 3 af dk (1.8.15) 


如 果 认 为 这 个 自 能 已 经 被 包含 到 自由 电子 的 质量 中 去 了 , 则 束缚 电子 的 添加 的 自 能 
部 分 W', 也 称 之 为 Lamb 移 位 , 应 是 W 与 Wo ZÆ, 即 


Veg| (E, — E 
W! = Wa ~ W, = E e | WR on —RE. g) (1.8.16) 


Bethe 用 这 公式 对 氧 原 子 的 2s 与 2p1/2 能 级 作 过 详细 计算 051. 发 现 2p, ys 能 级 的 
移 位 可 略 去 不 计 , 2s 电子 能 级 移 位 达 17.8R,, Bl 1040 MHz, 5 Lamb 用 实验 精确 测 
定 的 Was 一 Wap, = 1000 MHz 的 很 符合 (19. 应 指出 上 面 的 能 级 移 位 , 均 是 由 真空 
场 ( 即 虚 光子 ) 与 电子 的 相互 作用 引起 的 . 而 激光 ( 实 光子 ) 与 电子 的 相互 作用 是 否 
也 同样 可 以 引起 能 级 移 位 呢 ? 在 激光 出 现 不 久 , 我 们 就 作 过 计算 07. 虚 光 子 与 电 
子 的 相互 作用 是 通过 电子 由 初 态 e 放出 一 个 光子 hv 到 达 中 间 态 e', 然后 又 吸收 这 
个 光子 回 到 初 态 e 来 实现 , 对 Lamb 移 位 的 贡献 为 W. 而 实 光 子 与 电子 的 相互 作 
Hj, 除了 这 种 形式 外 , 还 可 以 由 男 一 种 形式 , 即 由 初 态 先 吸收 一 个 光子 到 达 中 间 态 
e", 然后 放出 一 个 光子 回 到 初 态 e, 对 Lamb 移 位 的 贡献 为 W. WAW 及 总 的 
移 位 AW, 分 别 为 


— 2e? [veg] (Ee — Eg) 
1 IVeg| Me Fog) 
We — 3zic? f WD Er a, Ee k + ES, — Ee 


7 —9e? —|veg|?( (Ee —E g) 
w= M (ak 2 —k-4 E, — Ee 
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ro um 2€ 2k|veg|?(Ee — E, 
AW, = We + We = —— S| a OAD E EF (1.8.17) 

AP n(k) 为 光子 简 并 度 . 我 们 用 此 式 计 算 了 红宝石 的 及 线 以 及 氨氮 激光 对 氧 原子 
的 2s 与 2p1y2 能 级 移 位 (这 式 也 是 计算 Compton 散射 截面 和 共振 荧光 截面 时 所 采 
用 的 B6). 在 数值 上 , 激光 产生 的 移 位 与 真空 场 产 生 的 移 位 有 区 别 , 对 真空 场 2plv? 
几乎 不 移 位 只 有 2s 能 级 移 位 , 而 对 激光 2plvs 的 移 位 比 2s 的 移 位 大 , 这 主要 是 由 于 
激光 的 单 色 性 引起 的 . 对 R 光 来 说 , 取 光 子 简 并 度 n = 5x107, 线 宽 Aw = 0.2cm-:. 
算得 的 移 位 W' = Ws -Wip 是 真空 场 的 10.7 倍 , Bl 0.37cm- HAN ERO 
取 nAw = 6.67 x 105cm-1. 算得 的 移 位 W 是 真空 场 的 0.029 4%, 即 0.001cm-1. 
1.8.2 N 原子 辐射 

XT ON 原子 辐射 , 也 有 许多 有 趣 的 结果 143 , 它 的 线 宽 D 与 能 级 位 移 Ac 可 表 
IRA D-diAw--y-ciAw,-2yn( 十 i6), 其 中 前 两 项 为 单 原 子 辐射 的 线 与 能 级 位 
移 , 第 三 项 为 正比 于 原子 密度 n 带 来 的 修正 . Y,6' 随 用 原子 跃迁 波长 和 归 一 化 的 
de-Broglie 波长 £g = kLAB/V27 = hikr /YmKT 而 变化 的 曲线 如 图 1.9 所 示 . 


图 1.9 ~,6' 随 £p 的 变化 曲线 
BUB XA [18] 


附录 1A (1.2.27) 式 的 解析 求解 
将 (1.2.27) 式 用 椭圆 积分 表示 为 


/天 ww 
2 +no(mı 一 no)(m2 一 no)(ma — ng) — (mo 十 noAs)? 


通过 分 式 变换 no = 2. , (14.1) 式 变 为 [9 


(1A.1) 
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dz 
C = (aô — Bv) / VA us (1A.2) 
或 写 为 oo 


-| d -_ 
t Ja 4 — gar g að — py (14.3) 
其 中 p(w) BB Weierstrass 椭圆 积分 . 设 
4z? — gaz — ga = (x — e1 )(£ — ea3)(x — e3) (1A.4) 
作 如 下 判别 : 
(1) 当 (1.4) 式 左 端 三 次 方程 判别 式 A > 0 时 , een es 为 实 根 B. 
€1 > €2 > €3 (14.5) 
Weierstrass 椭圆 函数 p(w) 与 Jacobi 椭圆 函数 su(v’, k) 的 关系 为 
1 
plu) = ea + (el — e3) -一 一 天 一 一 一 
sn'(vi — esu, k) (1A.6) 


k 一 c2 — €3 
, E V €1 €3 
(2) 判别 式 A < 0 时 , 设 es 为 实 根 , e1, es NIMAI: e1 = w+i6, e3 = o — if, 
则 有 
— e + 9a x. ga 1 en (2 V 9o? + pu, k) 
plu) = e2 + /9a? + 8 1 — en(24/9a2 4. u, k) 


3€» 
v/9a? + 82 
根据 (1A.1)-(1A.7) 就 可 将 解 no 最 终 表示 为 Jacobi 椭圆 函数 sn 或 en. 
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第 2 章 ”二 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 


非 线性 介质 的 量子 理论 的 微 扰 展 开 , 虽 给 出 了 通过 解 Schródinger 方程 波 函数 
计算 非 线性 介质 的 极 化 与 极 化 率 的 方法 , 但 只 适用 于 弱 场 与 非 共振 相互 作用 . 在 强 
场 与 共振 相互 情况 下 , 微 扰 展 开 已 不 适用 , 我 们 只 能 在 旋 波 近似 下 解密 度 和 矩阵 方程 
的 基础 上 研究 简化 的 二 能 级 或 三 能 级 原子 系统 与 辐射 场 相互 作用 的 一 些 特点 . 模 
型 虽然 简化 , 但 仍 具 有 典型 性 , 且 理 论 结果 已 在 实验 中 得 到 验证 , 因而 也 是 重要 的 . 
这 一 章 主 要 讨论 二 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 , 三 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 要 在 下 一 
章 讨论 . 


2.1 二 能 级 原子 密度 矩阵 的 矢量 模型 


在 旋 波 近似 下 对 二 能 级 原子 密度 矩阵 方程 解析 求解 的 研究 , 最 早 是 采用 矢量 模 
型 [5]. 而且 不 考虑 弛 豫 过 程 与 无 规 力 的 作用 . BOSE (1.6.16) 方程 中 的 变数 作 一 些 
变换 , 令 
A —20,, w = wp — w21 
1) 一 i(g 7 etet u ae ovt) (2.1.1) 


u= g` evt --g te ivt 


则 方程 (1.6.16) 可 化 为 


du 
à Ow 
dv 
Lu 2.1.2 
m Swu + 2A ( ) 
dA 
dt 一 — (2v 
4 
R = uit +vj + Ak, B= 11 wk (2.1.3) 
则 (2.1.2) 式 可 写 为 矢量 的 形式 : 
iR _ -6 x R (2.1.4) 


dt 


(2.1.4) 式 的 解 可 用 矢量 R 绕 轴 6 的 进 动 的 几何 图 像 表 示 出 来 . 对 于 辐射 场 频率 
wp 与 原子 跃迁 频率 w 为 共振 情形 (5w = w — u$ = 0) 与 偏离 共振 情形 (ôw £ 0) 
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的 进 动 分 别 如 图 2.1 中 (a), (b) 所 示 . 共振 情形 6o = 0, 8 与 à HES. RR 在 2-3 
平面 内 绕 轴 1 转动 , 角速度 为 |B| = 0. 当 R 转动 到 Rs = 1 时 的 位 置 时 (oo — 1, 
pu = 0) ,表明 原子 处 于 激发 态 ; 当 转 动 到 Rs = —1 位 置 时 , 表明 原子 处 于 基态 . 
为 求 得 偏离 共振 情形 sw #0 的 通 解 , 可 以 这 样 来 进行 . 参照 图 2.1(b), 设 初 始 的 R 
在 坐标 系 (1, 2, 3) 中 给 出 , 即 Ro(Rio, R20, Rao). 将 这 初始 值 变 换 到 (1,2,3) 坐标 
系 , 1' 与 8 重合 , 变换 矩阵 为 U, 得 RI = URo. 在 坐标 系 (1,2/,3) rh, RI 以 角 速 
度 6=V822+8wo2 绕 1 转动 , 得 R' = WR W ARER. 然后 再 回 到 坐标 系 
(1, 2, 3), BUG R—U-!R' =U-1WR = U-WU Re, BẸ 


Ri cosü 0 —sing 1 0 0 cos 0 sinô X [ Rio 
R3 |= 0 1 0 0 cost  sinft 0 1 0 R9 
R3 sinf 0 cos 0 -—sinft cost -sinf 0 cosO R30 


图 2.1 二 能 级 系统 的 矢量 表示 


£2 4 
式 中 cos0 = 万， sing = =”, RA ERE 

N? 2 -N 

MT Ow coset Sw cos ft — òw sin Ot iow ~ (1 — cos Bt) 
Rı B B B Rio 

Qu . 2. 

Ra | = 万 sin Ot cos Dt 8 sin Bt R20 
Ha —óuf2 2. ôw? + N? cos fit Fiso 

E (1 — cos Bt) -7 sin Bt — EN 

(2.1.5) 


文献 [2] 中 称 8 为 Rabi 频率 . 对 于 共振 情形 , sw = 0, 8 = 2. XERE Ro = 
(0,0, —1), 由 (2.1.5) 式 容 易 计 算出 Ri = u = 0, Rg = v = —sinft, R = A = 
— cos Nt, Bl 


iw21t + .Sin Nt 


p21€ —70,02—1—5—, P22- pu = — COS Nt 


这 结果 表明 外 场 E 已 通过 0 = 3 将 状态 12) 和 |1) 耦合 起 来 了 式 中 ES 


2.1 二 能 级 原子 密度 算 阵 的 矢量 模型 ‘45. 


为 场 强 E 的 振幅 . 耦合 的 结果 , 状态 |2) 与 |1) 间 存 在 一 定 的 相干 性 , p12 关 0; 而 粒 
子 义 在 上 能 级 (A = 1) 与 下 能 级 (A = —1) 之 间 来 回 聚 积 着 , 频率 为 0. 

还 应 注意 到 , 对 于 共振 情形 , Xr did Eo 是 随时 间 t 而 变 , 很 明显 , Rabi 
频率 0 也 将 随时 间 而 变 , BU 2 = RA). 这 种 情形 也 可 严格 求解 ， 只 需 引 进 参量 
z= | Qdt 代替 Qt RITT, 可 参看 sw = 0 情况 下 的 (2.1.2) R. / Qat 实际 上 就 
是 我 们 下 面 要 讨论 的 光 脉 冲 的 面积 . 

对 于 非 共 振 情 形 , 粒子 反 转 数 4 对 时 间 t 的 依赖 关系 可 按 (2.1.5) 式 的 Rs 分 
量 直 接 写 出 , 即 为 Bt 的 周期 函数 . 图 2.2 给 出 W 即 Ro 随时 间 t 的 变化 曲线 , 最 
高 的 为 共振 曲线 sw = 0, 稍 低 的 一 条 曲线 失 谐 量 为 sw = 0.20. 以 下 各 曲线 的 失 谐 
量 依次 为 6v = 0,120,20,2.20. 图 2.3 为 通过 共振 荧光 强度 随 光 脉冲 面积 的 变 


化 曲线 而 反映 出 来 的 反 转 粒子 数 的 变化 (63. 
| 


I 


TT 


(AW 
/AV 
0.0 ; 2 5 1 21 ) 


图 2.2 粒子 反 转 数 A 随 Bt 的 变化 曲线 
参见 文献 [6] 


图 2.3 ”共振 荧光 强度 随 光 脉冲 面积 变化 的 曲线 
参见 文献 [6] 
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2.20 Bloch 方程 及 其 解 


上 面 求解 了 不 含 弛 豫 系 数 的 密度 矩阵 方程 (1.6.16), 现 求 解 在 加 上 弛 豫 系 数 后 
的 Bloch 方程 (1.6.18). 仍 按 (2.1.1) 式 换 变数 , 并 令 44 = zo = 元 ， 则 由 (1.6.18) 
式 可 导出 通常 称 为 Bloch 方程 的 表 式 2741; 


du ou 十 ówv 

dt D 

dv U 

-一 一 一 一 一 2A 2.2.1 
ài T; wu + ( ) 
dA A — Aeg 

Z — 

dt T, 7 


(2.2.1) 式 是 关于 u,v, A 的 线性 微分 方程 组 . 令 左 边 为 0, 便 得 稳 态 解 , 这 是 指 外 场 
振幅 为 常数 ( 亦 即 Rabi 频率 2 为 常数 ) 的 情形 . 这 组 稳 态 解 记 为 (ws,v。, As), 则 得 


N 
us = Aeq- p 
— + o0? 8o? 
T2 十 T, 十 òw 
1 
T5 
Us = Aeq 
1 Tı 2 2 (2.2.2) 
一 十 一 人 2 十 6 
Tht 
1 2 
T2 + Sw 
As = Aeg -2 
t liga 2 
T2 T» 
(2.2.1) 式 的 通 解 可 表示 为 稳 态 解 与 齐 次 解 (Aeg = 0) 之 和 , 即 
u Us +U 
v |=| vs 十 (2.2.3) 
A As +å 
将 (2.2.3) RRA (2.2.1) A, 便 得 齐 次 解 (2,0, A) 满足 的 方程 : 
dd ~ 
di T, + Ow 
do Ü ~ 
— = —— — 0wàü + 2A 
m T, Ow 十 (2.2.4) 
A - 
dA 4 _ po 
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W ù, Ù, e^*, 代入 (2.2.4) 式 得 特征 根 和 的 方程 


Ax 
Orti) Gara) ols Gt) es 
4) 式 的 第 1 式 和 第 2 式 可 将 ,1 表示 为 A 的 函数 , 即 

8w 2A 
(A + 1/T3)? + ôw? 
= (^ *-1/73)2A 
E (入 十 1/72)2 + ôw? 
除了 一 个 任意 的 常数 外 , 对 应 于 特征 根 和 的 记 ,5, A 的 函数 值 都 是 完全 确定 了 . 这 
任意 的 常数 只 能 靠 ww A 的 初 值 uo, vo, Ao 来 确定 . 设 

uw (2 

(Aj 十 1/T5)? 十 àw? 


由 (2.2 


~ 


(2.2.6) 


~ 


(2.2.7) 
(Ai + 1/T2)2 
(Ài + 1/T3)? + 6472 


则 由 (2.2.6) 和 (2.2.7) 式 得 出 对 应 于 和 ; 的 解 为 


bi = 


di = Voie™’ boi = bi Aoi (2.2.8) 


初 值 为 

uo — Us + Uol + &o2 十 03 

— us + a1 A91 + a2 492 + az o3 

vo 7 Vs + bı Ao1 + ba Ao2 + b3 os 

Ao = As + Api + o2 + Aos 
只 要 初 值 uo, vo, Ao 给 定 , 便 可 解 (2.2.9) 3X, 求 出 åo, Aoz, Aos, 再 由 (2.2.8) 式 
toi, Čoi, 最 后 的 通 解 可 写 为 

u = us + ` üo;e^"! 


~ Ait 
v= vs + oie (2.2.10) 


(2.2.9) 


A = A; 十 3 Ag;e^t 


关于 Bloch 方程 的 解 , 最 早 Torrey! 用 Laplace 变换 的 方法 求 得 . 上 面 是 用 与 
之 稍 不 同 的 方法 得 到 的 , 其 中 解 入 的 特征 方程 是 很 关键 的 . 现 讨 论 几 种 特殊 形 特征 
根 和 ; 的 解 . 
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(1) 强 碰 撞 
一 般 的 来 说 , 每 一 次 碰撞 均 使 得 相位 关系 中 断 . 但 不 一 定 每 一 次 碰撞 均 使 得 高 
BE 态 的 粒子 跃迁 到 低能 态 , WA T, > T». 但 车 是 强 碰 撞 的 话 , 则 每 一 次 碰撞 均 使 得 
粒子 能 态 发 生变 化 , 则 Ti = T», 这 时 特征 方程 (2.2.5) 的 解 为 


1 1 . 
A= -Ty -pTi N2 + ôw? (2.2.11) 
(2) 共振 激发 ôw = 0 
易于 看 出 这 时 的 特征 根 为 
1 1/1 1N . 1/1 TY 
IR alata) o i(no un) (2.219) 


(3) 强 的 外 场 作用 
在 强 的 外 场 用 下 , 我 们 有 


1 1 1 
Ow i 2.2.13 
> n > 7 (z 5) ( ) 


方程 (2.2.5) 可 写 为 


N — — 一 一 = và 


r&y? 


和 + 二 =-- 一 _ 
T A I/A - 1/T r (2.2.14) 
2 (1+! + RNAt 2 J 


2.3 线性 吸收 与 饱和 吸收 


第 1 章 导 出 在 弱 场 作用 下 的 线性 极 化 与 极 化 率 , 极 化 率 的 实 部 和 虚 部 分 别 表 
示 色 散 与 吸收 系数 , 与 外 场 无 关 . 但 在 强 场 作用 下 吸收 系数 会 随 着 场 的 增加 而 下 降 ， 
这 了 就 是 通常 所 说 的 吸收 饱和 现象 . 

在 各 问 同 性 介质 中 , 极 化 P. 应 平行 于 场 强 E, Bl P = xO (v)E(w), xO 为 标 
量 , 参照 (1.5.36) 式 可 写 为 


1 1 1 
-= NAIN - ape 
x » 3 Hna 去 — w) — iyna H (Wna +w) + iYna 


2.3.1 
~ N ` 2| /nal wna N `S Wna Una| 
Jh — wz,-—w?-2iwy, 3A W Una — W — Yyna 
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式 中 因子 1/3 的 引进 是 考虑 到 由 基态 a 向 激发 态 ”的 跃迁 , 包括 各 磁 分 量 能 级 m, 
平均 来 说 仅 有 1/3 的 跃迁 产生 的 偶 极 矩 的 方向 平行 于 入 射 场 的 偏振 方向 ,并 对 线 
性 吸收 作出 贡献 . 又 参照 (1.5.39) 式 , 光 强 的 线性 吸收 系数 ao 为 


o = 2n"w/c, n" = 2nImxO? (w) (2.3.2) 
义 引进 振子 力 fna 及 规 一 化 线 型 g(w — wna): 
fna = 2muna lina | g(w — Wna) = | "fta (2.3.3) 


JVYna (Una 一 w)? + (2a 


在 文献 [15] 中 证 明了 》 fs = 1. 由 (23.1) (2.3.3) 式 得 


3he? ? 


2 2 
= 5) HET g(a Lu) (2.3.4) 


mce 


OQ 


当 wna -u = 0, 并 且 只 考虑 二 能 级 即 基态 与 激发 态 , 则 (2.3.4) RRAS 》、 可 去 


$i, 则 " 
| Amwnalpr IN 
(00 8heyas (2.3.5) 
(2.3.5) 式 与 下 面 的 ao 相 比 , 差 一 因子 1/3, 理由 如 上 所 述 . 
当场 强 进一步 增 大 时 , 我 们 将 看 到 吸收 系数 a( 对 光 强 ) 并 不 是 一 个 常数 , (2.3.5) 


式 已 不 适用 . 这 时 有 


P-—N(u21012 + M12021) 


—1du21t 十 120216?) 


u 十 Zeat) (2.3.6) 
2 


= N ( u21012€ 


u 
=N (ua 


一 1 _. 
一 t L| 
7 e 10721 12 


= xEe nt + c.c. 


将 (2.3.6) 式 中 的 u,v 用 (2.2.2) 式 的 稳 态 值 us, vs 代入, 便 得 极 化 率 及 吸收 系数 为 


_ NU As(bu 一 iT2) (2.3.7) 


. Q= im a + Ax) 2 RS ~ my 
由 此 得 弱 场 作用 下 的 共振 吸收 ao 为 


4Trwo21 


ao = Aea N uA, T» /h (2.3.8) 


C 
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而 强 场 作用 下 的 极 化 率 可 表示 为 


一 CQ0 wT 一 1 


— E 2.3.9 
X 4rwol/c 1 十 8w273 + 2T Ts 
大 定义 饱和 吸收 场 强 E, 为 ; 
h 
万 ,| = ——— 2.3.10 
| | Au2, TAT» ( ) 
则 有 
2 E? 


由 (2.3.5) RAH, 当场 强 E < WMA E, 时 , 极 化 率 x 与 弱 场 情况 下 极 化 率 
(1.5.37) 式 相 近 . 但 当 E > E, 时 , 如 图 2.4 所 示 , 极 化 率 的 实 部 与 虚 部 均 明 显 表现 
出 随 场 强 增 大 而 下 降 的 趋势 , 这 就 是 饱和 吸收 现象 . 


OUT T, «1 


OTT, «1 


OT, T, 一 2 


一 10 一 5 0 5 10 
AT=(w—w) T; 


图 2.4 极 化 率 的 实 部 与 虚 部 随 场 强 增 大 而 下 降 的 曲线 


2.4. 光学 章 动 与 自由 感 生 衰变 


前 面 已 提 到 由 原子 共振 荧光 强度 随 激发 光 脉冲 面积 的 周期 变化 来 判定 反 转 粒 
子 数 是 以 Rabi 频率 2 在 脉动 (如 图 2.3). 但 这 方法 毕竟 有 些 间接 , 而 且 输入 脉冲 
场 强 要 足够 强 . Rabi 频率 也 要 足够 大 , Q > 1/Ts, 否则 由 自发 辐射 引起 的 高 能 态 粒 


2.4 ”光学 章 动 与 目 由 感 生 衰变 . 51> 


子 的 衰变 就 要 将 频率 为 2 的 荧光 强度 脉动 掩盖 掉 . 为 了 直接 观察 反 转 粒子 的 脉冲 ， 
实验 上 曾经 采用 CO: 激光 通过 分 子 气体 C13HsFia , 使 得 非 均 匀 加 宽 的 吸收 谱 线 中 
与 CO» 激光 为 共振 的 那 部 分 分 子 发 生 饱 和 吸收 , 然后 再 加 上 一 个 方 波 Stark 场 以 
使 原子 能 级 发 生 移动 . 这 样 一 来 , 本 来 与 COS 激光 为 共振 的 那些 原子 突然 变 得 不 共 
振 了 , 失 谐 量 大 小 决定 于 Stark 场 产生 的 移 位 . 这 一 部 分 原子 的 Bloch 矢量 在 坐标 
R (1, 2, 3) ARE 6 进 动 . 又 注意 到 坐标 系 (1, 2, 3) 是 以 w 角速度 绕 轴 3 旋转 的 . 
绕 B 的 进 动 与 绕 轴 3 转动 , 便 形成 了 R 绕 轴 3 的 章 动 . 在 章 动 过 程 中 , 反 转 粒子 
数 , 即 Rs 分 量 , 以 6 频率 在 脉动 , 由 此 发 出 的 荧光 强度 也 是 以 同样 频率 在 脉动 . 为 
了 检测 , 通常 是 将 饱和 吸收 原子 的 辐射 与 经 过 Stark 移 位 原子 的 辐射 拍 频 检 测 , 将 
宽 的 CO。 激光 信和 号 检测 出 来 . 在 这 类 实验 中 有 两 种 工作 方式 . 第 一 种 是 在 开始 时 
分 子 与 CO: 激光 为 失 谐 , 基本 上 处 于 基态 . Bloch 矢量 的 值 为 (0,0, -1), 然后 将 方 
波 Stark 场 加 上 , 并 控制 场 的 大 小 , 使 得 分 子 能 级 在 移 位 后 恰 与 COS 激光 为 共振 ， 
显现 出 强 的 吸收 , Bloch 矢量 绕 6 轴 章 动 , 吸收 表现 出 调制 ( 见 图 2.5)5. 上 面 为 调 
制 吸 收 图 , 下 面 为 方 波 Stark 场 图 . 这 就 是 光学 章 动 实验 . 第 二 种 恰 相 反 , 分 子 在 开 
始 时 与 激光 共振 , 处 于 饱和 吸收 , 设 Aeg = —1, MIX (2.2.2) 5X, ôw = 0, H 


m 2 (2.4.1) 


5 


2.5 
时 间 /ps 


图 2.5 加 上 Stark 场 观察 到 的 光学 章 动 
参见 文献 [8] 
2uE 


当场 很 强 时 , 2 = HE 元 A, ~ 0, 加 上 方 波 Stark 场 后 , 分 子 能 级 发 生 很 大 移 
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位 , 远离 CO» 激光 共振 . 当 sw > 0, A, — —1, 即 原子 由 激发 态 感 生 辐 射 回 到 基 
态 . 这 种 感 生 辐射 最 早 在 磁 共振 实验 中 被 观察 到 , 称 之 为 自由 感 生 衰变 . 现在 又 在 
光学 实验 中 被 观察 到 了 ( 见 图 2.6)05], 其 吸收 由 极 大 恢复 到 几乎 全 透 , 同样 也 有 调制 
现象 , 可 用 Bloch 矢量 绕 8 = V6w? + N? ~ òw 轴 的 进 动 予 以 解释 . 进 动 结果 使 反 
转 粒 子 数 脉动 , 并 导致 吸收 的 调制 波形 . 


es 
ER 
0 2 4 6 8 10 
时 间 /hs 
图 2.6 用 10.6 u 激光 , 并 加 上 Stark 场 观 察 到 的 自由 感 生 衰变 
参见 文献 [8] 
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增加 了 弛 瑰 项 后 的 Bloch 方程 , 比 原来 的 方程 复杂 , 只 在 外 场 振幅 2 为 恒定 时 
才能 得 到 上 节 所 述 的 解 . 如 果 6 不 恒定 , 求解 就 很 困难 . 不 过 当 外 场 变化 很 慢 而 
失 谐 io » N = 2u£/h, M 8 — V(6w)? + Q2 ~ 8w, 这 样 就 可 以 认为 Bloch 矢量 R 
仍 绝热 跟随 地 绕 3(—0,0,6) 的 瞬时 位 置 进 动 ( 见 图 2.7)， 又 若 忽略 掉 RR 矢量 及 
B 矢量 的 夹 角 o, 则 无 阻尼 的 Bloch 方程 59. — 8 x R 的 解 可 从 图 中 得 出 为 


-NR 
2 三 一 天 -一 一 ， v=0 
V2 + w (2.5.1) 
VQ + 3 
更 为 详细 的 解析 处 理 是 Crip 做 的 CO, 他 的 做 法 如 下 . 
首先 将 Bloch 方程 重 写 为 
Siu — iv) = — (s — io) (u — iv) - i2A (2.5.2) 
d 1 
3:4 一 -元 (4 一 Aeq) — (2v (2.5.3) 


2.5 漫 渐 近似 . 53 . 
图 2.7 Bloch 矢量 R 绕 B 的 进 动 图 
(2.5.2) 式 的 解 为 
L . / 
u— iv = J [-iQA(t^)]e 0/7» 799) (tt) qr (2.5.4) 
TL d? 
z iw] > —— (QA) (2.5.5) 
略 去 高 于 n = 2 的 项 , 便 得 
u—iv— —-4 [o -J goa (2.5.6) 
— 一 10w — — iÓw dt 
T> 
按 (2.5.3) 式 , 并 应 用 绝热 跟随 不 等 式 2 > 1/7, 便 得 
d 1 df 
q (C22) -一 — N (ža — Aeq) 十 qv) 十 A (2.5.7) 
d 
X —(?v 十 A 
代入 (2.5.6) 式 并 设 |8w| > F 便 得 
-N — Âw df 
u = ~ 7 一 


(Sw)? + N2’ [(8w)2 + 22]3/2 dt 
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— Ow 


= 一 一 一 一 一 一 (2.5.8) 
(ðw)? + (2? 
除了 wv 分 量 外 , u 与 A 同 于 按 几 何 关系 得 到 的 (2.5.1) R. 
上 述 绝热 跟随 近似 (adiabatic following approximation), 也 称 之 为 浸 渐 近似 , 在 


分 析 实 验 结果 时 其 为 方便 . 


2.6 ” 光 脉 冲 传 播 的 面积 定理 


现在 我 们 通过 解 Bloch 方程 来 讨论 另 一 个 有 趣 的 问题 , 即 在 吸收 介质 中 光 脉 冲 


的 形成 与 传输 . 首先 我 们 根据 无 阻尼 的 方程 (2.1.2) 来 证 明 : 


dà dé dA 
dt dt di | 


2... iówt —iówt * , —iOówt * | lÓwt 
w=(p2e + pige "^" )(po,e "^" + proe) 
— an2 2 * |, —120wt * |i20wt 

— P21 t P12 十 p12p21€ 十 p21p19e€ 
2 2 2 * | —i20wt * | 120wt 
v = P21 t p12 — P12P21€ 一 p21p12€ 


u? 4- v? + A? = 2(9, + p?) + (p22 — i^ 
对 于 纯 态 来 说 , 有 
p21 = pl2 = (C2C1)(C2C1) = CCoCYC1 = p22p11 
RAER, 得 
u^ +v? + A* = (p2 - pi). — 1 


BI u? -- v? + A? 守恒 乃 无 阻尼 情况 下 的 概率 守恒 . 
现 进一步 讨论 无 阻尼 情况 下 方程 (2.1.2) 的 解 


d; 7 9wv 

dv 

T un A 
ài ðwu + N 
dA 

—— =- 

dt 7 


对 共振 激发 情况 5w = 0, (2.6.4) 式 的 第 二 、 三 式 给 出 


v(t, z; 0) = — sinO(t, z) 
A(t, z; 0) = — cos 0 (t, z) 


(2.6.1) 


(2.6.2) 


(2.6.3) 


(2.6.4) 


(2.6.5) 
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0(t,z) = f. £2 (t', z)dt' = Ju E(t, z)dt' (2.6.6) 
对 于 一 般 的 失 谐 情形 (sw z:0) 的 解 vlt, 2; 6w) 可 用 分 离 变 量 的 形式 表示 为 
v(t, z; ðw) = v(t, z; 0)F (ôw) (2.6.7) 
将 (2.6.7) 式 代 入 (2.6.4) 式 的 第 三 式 , 并 积分 得 
A=—F(8w)cos0 + F(8w)-—1 (2.6.8) 


又 由 (2.6.4) 式 的 第 2 式 , 得 
—F(8w) cos 02 = —ówu + Q[—F(6w) cos0 + F(6w)— 1] 


B 
wu = N|F (ôw) — 1] (2.6.9) 


代入 (2.6.4) 式 的 第 一 式 , 便 得 


wù = [F (ðw) — 1] = — (8v)? sin F (ðw) 


Bp 
0 — 5 sin = 0 
1 (Bw)2F(8) "EE (2.6.10) 
T? 1- F(8w)' “l = 143 (rõw)}? 


(2.6.10) 却 的 解 一 般 可 通过 椭圆 函数 来 表示 ， 若 边界 条 件 给 定 为 E = 6 = 0, 当 
t = oo, 则 9 的 解 可 表示 为 


0(t,z) = 4arctan lexp (: 一 2) 
T 


(2.6.11) 


这 就 是 Mc Call E Hahn 得 到 的 著名 的 sech 光 脉 冲 解 11012. 9 与 £ 对 空间 坐标 z 
的 依赖 关系 隐 仿 于 to 中 . 在 求 得 0 解 的 基础 上 , 可 代入 uv, A 的 (2.6.7), (2.6.8)， 
(2.6.9) 诸 式 , 求 得 


u 一 470w sech t — to 
1-4 (Tw)? T 
t 


2 — to t — to 
= 一 一 一 一 一 Sech | ——— | tanh 2.6.12 
"= I} (Tw)? sec ( T an ( T (2.6.12) 


2 t — to 
A = —14 — sech? 
um m ( T ) 


56 . 第 2 章 ”二 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 


这 个 光 脉 冲 的 求解 过 程 是 很 有 意思 的 , 根本 没有 涉及 解 光 脉冲 传播 的 Maxwell 77 
程 , 就 将 光 脉 冲 形状 按 (2.6.11) 式 确定 下 来 了 . 从 求解 过 程 来 看 , 将 v(t, 2; 5w) 写成 
分 离 变 量 的 形式 (2.6.7) 以 及 给 定 边界 条 件 , 24 t= 土 %o 时 , E = £ = 0 是 关键 性 的 
步骤 , 因为 这 样 就 限制 了 我 们 求解 的 范围 . 最 后 得 出 的 是 不 明显 依赖 于 空间 坐标 z, 
站 在 任 一 点 进行 长 时 间 的 观察 均 能 得 到 同样 的 稳定 的 脉冲 波形 .这 个 波 在 空间 的 
传播 没有 变形 , 振幅 没有 衰减 , 以 匀速 向 前 平移 . 但 若 将 这 无 阻尼 的 Bloch 方程 解 
代入 Maxwell 方程 中 , 情况 会 是 怎样 的 呢 ? 是 满足 或 不 满足 呢 ? 要 清楚 回答 这 问题 ， 
只 能 借助 于 由 Mc Call 与 Hahn 证 明了 的 面积 定理 . 
现 从 电磁 波 在 非 线性 介质 中 的 传播 方程 (1.1.13) 出 发 
1) 32 2 
(7 2 - v?) E- -5 T (2.6.13) 

下 面 为 了 方便 起 见 , 去 掉 方程 (2.6.13) 的 矢量 符号 , 并 将 场 强 E 及 极 化 P 写成 慢 
变 振 幅 形 式 : 

E(z,t)= Eeitenz 一 wb) 二 is(z Loc 

P(z,t) — nouz (p21 + p12) 


2.6.14 
= - luce, t) — iv(z, t)]e 7700 2? G,0 十 c.c. } ) 
将 (2.6.14) 式 代入 (2.6.13) 式 并 用 慢 变 振幅 近似 , 得 
QE | nOE wo, 
Oz cot nc (2.6.15) 


Oz cot nc 
知 考 虑 到 媒质 是 非 均匀 加 宽 的 , 与 E. 波 相 互 作用 的 原子 的 共振 频率 w = wo + Av 
在 g(Aw) 非 均 匀 加 宽 内 分 布 , 相应 的 极 化 P(Aw, z, t) 为 
P(Aw, z, t)=nou [p21 (Aw, z, t) + p12(Aw, z, t)] 
= noH [p21 (2, t) + p12 (2, t)] g(Aw) 

于 是 P(z,t),u(z, t), v(z, t) 就 是 对 g(Aw) 线 宽 内 各 种 原子 的 贡献 求 和 : 

P(z.t) P(Auw, z,t) 

u(z,t) | = J u(Aw,z,t) | g(Aw)dAw (2.6.17) 


v(z, t) v(Auw, z, t) 


£ (a 23 omo 


(2.6.16) 


现 定义 光 脉 冲 面积 为 


o, ri 
A= Jim 0(z,t) — Jim <| Elz, tdt (2.6.18) 
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两 边 对 z 求 微分 得 | 
dA  . 2L O haul 
di Jim ^h]. 5,5 5t )dt (2.6.19) 


将 (2.6.15) 式 第 一 式 代 入 (2.6.19) 式 中 a: 便 得 


dA . t j | NWO n ðE 
/| a m [7 v( Ac, z,t')g(Aw)d Aw — TE: 
21woL 

nhc 


ZH g(Aw)dAw f at'ola, s.t 
B] 5(z,oo) = £(z, ^oo) = 0, 故 方 括号 内 为 0. 结果 为 


dA 2nwon o M / 
一 -一 2.6.21 
iz 站 Jim o dAwg(Aw) J dt v(Aw, z, t) (2.6.21) 


其 中 v(Aw, z, t) 可 用 v(0,z,to) 近似 . 而 v(0, 2, t9) 可 由 无 阻尼 且 共 振 的 Bloch 方程 
求 得 其 解 


= lim. UE [£(z, 00) — £(z, 一 oo)] + (2.6.20) 


Ov 
= —— = 一 人 

a T A ðt ” (2.6.22) 

A = Ao cos 8 (z, t), v = Aosin (z, t) 


设 初 始 时 原子 处 于 基态 , 则 


Ao = nof p22 — p11) = —Nop 


v(0, z, to) = —Nou sin 90(z, to) 02.6.23) 
最 后 将 (2.6.23) 式 代 入 (2.6.21) 3X, 得 ( 见 附录 2A) 
4 m Taito Quas 


这 就 是 Maxwell-Bloch 方程 求 得 的 面积 定理 02). 现 仔细 分 析 这 一 定理 的 物理 含义 . 
首先 , 当面 积 4 很 小 时 , sin A ~ A, fi (2.6.24) 式 , 得 


A(z) = A(0)e7®7/2 (2.6.25) 


这 表明 脉冲 按 c? (2) = &?(0)e- o? 衰减 , ao 正好 是 线性 吸收 系数 . 当 A SON 吸收 
减 小 , 按 (2.6.24) 式 为 对 弱 信 号 吸收 的 倍 . 特别 是 当 4 — ma 时 , 5 dd -0 光 
脉冲 可 以 完全 没有 损耗 地 通过 吸收 介质 . 当 m 为 奇数 时 A AARNA. B 


doA 
dz 


= -5 sin(mx + 6A) = PE (2.6.26) 
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将 是 不 稳定 的 ; 但 当 m 为 偶数 时 

人 一 -5 sin(mx + ôA) = -384 (2.6.27) 
束 是 稳定 的 了 , 故 稳 态 光 脉冲 要 求 4 = 2nx. 如 果 光 脉冲 的 初始 A 还 不 是 2nxn, 那 
么 在 传输 过 程 中 , 它 会 改变 其 幅度 与 形状 , 逐渐 向 稳 态 值 2nx 趋 近 . 故 面积 定理 预 
未 了 一 个 演化 过 程 , 由 初始 的 面积 向 最 近 的 2nr 面积 演化 . 图 2.8(a) 中 给 出 了 4 
的 演化 方向 1A, 初始 A 值 1.1r 0.9r 分 别 向 2x, 0x 演化 ; 图 2-8(b) 为 相应 的 光 脉 
冲 演化 . 


稳 态 “2x” 脉 冲 
(b) 光 脉 冲 的 稳 态 脉冲 演化 ， 在 不 同 距离 时 的 波形 
图 2.8 ”上 自 感 透明 面积 定理 
参见 文献 [12] 


对 于 A = 25 稳 态 脉冲 的 前 半 部 , 即 由 E(z, -oo) ~ 0 到 峰值 5，- El, tn), 原子 吸 
收 了 光 脉 冲 的 能 量 , 由 基态 跃迁 到 激发 态 . 在 光 脉冲 的 后 半 部 , 即 由 En 到 El, oo). 


附录 2A (2.6.24) 式 的 推导 . 59. 


原子 义 辐射 出 能 量 并 回 到 基态 . 这 种 现象 被 称 为 自 感 透明 , 也 已 为 实验 所 证 实 . 图 
2.9 给 出 7? Hg 激光 脉冲 通过 87Rb 蒸气 的 透 过 率 041, 共振 吸收 波长 A = 7947.7A. 
图 中 给 出 非 线 性 透 过 率 与 输入 光 单 位 面积 能 量 间 的 关系 , 脉冲 宽度 r = 7 x 1075s, 
碰撞 失 相 时 间 TZ = 55 x 10-98, 自发 辐射 寿命 Ty — 40 x 1079s, WA r< T, T. 
无 阻尼 的 分 析 是 适用 的 , 低能 量 密度 时 的 线性 透 过 率 很 低 (= 0.7%), 实 线 表示 按 平 
面 波 计算 出 来 的 理论 值 , 有 三 个 平台 分 别 对 应 于 2, 4r, 6r 稳 态 脉冲 , 透 过 率 最 大 
达 9096, 实验 点 与 理论 曲线 比较 , 基本 相符 . 


计算 输入 面积 


~ 一 理论 (均匀 平面 波 ) 
e 实验 (接近 均匀 平面 波 ) 


输出 能 量 /输入 能 量 


线性 透 过 率 ~ 0.7% 


0.5 1.0 
图 2.9 ”激光 在 “Rb 蒸气 中 的 自 感 透 明 
参见 文献 [14] 


综 上 所 述 ， 我 们 开始 由 解 无 阻尼 的 Bloch 方程 得 出 稳 态 的 sech 脉冲 , 后 来 又 从 
更 为 一 般 的 Maxwell-Bloch 方程 得 出 2nzx 稳 态 脉冲 . sech 脉冲 实际 上 就 是 2r 稳 态 
脉冲 . 


附录 2A (2.6.24) 式 的 推导 


当 t > toto 取得 很 大 时 , 场 的 影响 可 略 去 ，8 ~ 0， 解 (2.1.2) 式 的 第 一 
和 第 二 式 , 得 v(Aw,z,t) = u(0, z,to)sin Au(t — to) + v(0, z,to) cos Aw(t — to), 代 
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入 (2.6.21) 式 并 将 其 中 g(Aw) = g0), 由 于 255 — aas = ssign(t - 


Oo t— oo t 
to), / cos Awl to) A, = 0. WA J J v(Aw, zt )dtdAw = nv(0, z, to). 


Aw 
由 (2.6.23) 式 消 去 v(0, z, to). 最 后 代入 (2.6.21) 式 , 便 得 (2.6.24) XX. 
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第 3 章 ”原子 的 绎 饰 态 


我 们 已 知 在 强 场 作用 下 , 简化 的 二 能 级 、 三 能 级 密度 矩阵 方程 可 解析 求解 , 并 
解释 了 诸如 饱和 吸收 、 光 学 章 动 、 光 脉冲 形成 与 演化 等 现象 . 若 直 接 求解 在 强 场 作 
用 下 二 能 级 或 三 能 级 原子 的 Schrodinger 方程 也 会 得 出 许多 有 意义 的 结果 ， 并 能 引 
出 光学 非 线性 相互 作用 中 一 个 重要 的 概念 一 一 原子 的 缀 饰 态 . 有 关 缀 饰 态 、 部 分 
绷 饰 态 的 引入 及 其 应 用 是 本 章 主 要 讨论 的 内 容 1093 


3.1 二 能 级 原子 Schrodinger 方程 的 解 
对 于 二 能 级 原子 , 设 9 为 基态 , m 为 激发 态 , 则 相互 作用 方程 (1.4.5) 式 可 写 为 


1 . 
åg = y H gme am 


(3.1.1) 

åm = Hgo nsa 

HZR T- kb T AE AES F3 FRAR REG 
H! m = Hy, —ung(Ee 9! + E*el*t) (3.1.2) 


由 于 EB e(E- Eje) 可 通过 时 间 原 点 to 的 选择 而 消 掉 即 e oto = 1, 
故 不 失 一 般 性 , 可 设 (3.1.2) 式 中 E = E", 并 令 -ee — 0, 0 为 Rabi 频率 .将 
(3.1.2) RRRA (3.1.1) 式 , 便 得 
bo — 1 Q(e-itoms i 十 e ens to) t) gn, 
2 (3.1.3) 
åm — -5 (ema rt 十 elms fg, 
式 中 eins “为 共振 项 , oi Coma rt 为 反共 振 项 . 前 者 的 贡献 是 主要 的 , 后 者 是 
次 要 的 , 这 从 对 时 间 的 积分 
etilwmgtw)t —1 


f eti(wmgtw)t oar — 

0 二 iwms + w) 
中 可 看 出 . 若 略 去 反共 振 项 , 仅 保留 共振 项 , 亦 即 采用 通常 所 说 的 旋 波 近似 . 令 A = 
w 一 wmg 表示 光 倘 频率 w 相对 于 原子 跃迁 频率 wmg 的 失 谐 , 则 (3.1.3) 式 可 写 为 


(3.1.4) 


åg = -50e^ta,, åm = -z 2e itag (3.1.5) 
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很 明显 (3.1.5) 式 有 解析 解 , $ 


ag = Ke WY, am = K'e 10 At (3.1.6) 
代入 (3.1.5) 式 , 得 
， 2A - QV 
K'——K, AAA) (5) (3.1.7) 
A 的 两 个 根 为 _ 
入 上 =- £, N’! = y N2 + A? (3.1.8) 
则 (3.1.5) 式 的 通 解 为 


as(t) = ei2t/2 C + A ea) 
- _ (3.1.9) 
a, (f) = e iAt/2 [VE -L Apeniny AEN BAe 


其 中 , A, 和 4- 为 两 个 任意 的 常数 , 它们 可 由 ay 和 am 的 初 值 来 确定 . 
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tf" 一 词 的 引用 , 是 强调 了 强 场 的 作用 , 不 只 是 影响 原子 在 能 态 间 的 跃迁 ， 
而 是 通过 (3.1.9) 式 随时 间 变 化 的 因子 表现 出 来 的 能 级 移 位 来 “修饰 ”原子 内 部 的 
能 态 结构 , 得 出 新 的 “级 饰 态 ”. 利用 通 解 (3.1.9) R, 可 定义 原子 的 缀 饰 态 为 中 


A, -—iBV2, A = AU? 


1— A/0' 1+ A/ (3.2.1) 
A=— ,B= 一 
2 2 
注意 到 
A — 9 acie VIERTE 
(0 ^ vygssrmev or 07 - 
Atoy — A«0 IZAT uus 
2  ——wvQ?-AM 2 
MA ds T 
ag(t) = eiat/25 g1/2,-10't/2 十 AU2421/2) 
| (3.2.3) 


"IO — —ie™iAt/2 (Al/2e-i?'t/2 十 1p1/25:071/2) 
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根据 波 函 数 初 相位 可 任意 取 定 , 故 可 去 掉 常 数 相 位 因子 -i = e, 则 缀 饰 原子 的 
波 函 数 方程 为 
Um 一 am (te 一 下 mt Run = A pma + iB" img 
| (3.2.4) 
V, — as (t)e Bet/ — iB y, 十 A! og 
Yma = e IEnt/h-i(A/2 ^ /2).— 


Yma = e iEnt/h-i(A/2- 0 /2)t ( ! 
3.2.5 
Uso = e IBst/h-Y( - A/2 07/26, 


gg = e iEst/h-i(- A/2- 0 26, 


从 (3.2.4) 和 (3.2.5) 式 看 出 原子 的 缀 饰 态 im 实际 上 包括 两 个 能 态 Yma 和 uo, 
间距 为 Q = Vv A? +R. 其 中 Rabi 频率 0 正比 于 场 强 E, 故 这 一 对 能 态 反 映 
了 包括 原子 的 哈密 顿 量 Ho、 原 子 与 场 相互 作用 哈密 顿 量 H' 在 内 的 总 的 哈密 顿 量 
Ho + H' 的 状态 , 是 外 场 被 级 饰 在 原子 上 的 状态 , WRAAE. 当 EON, 
N= “hE 一 0, V = V A? + R? z A. B (3.2.1) 33, 8 AS 0, Bo 1. 又 由 (3.2.4), 


(3.2.5) XX, 得 
RENE mg =i —iEmt/ħ m 
i Yma ce i (3.2.6) 
wo EN iUo — ie 一 et ħu 
此 即 没有 外 场 作用 时 , H s 0 的 原子 状态 , 也 称 之 为 原子 裸 态 . 图 3.1 给 出 级 饰 态 
Yma, Vm; Pga, Vgg BRA eiBmt/h, e IPst/hu, 间 的 过 渡 关 系 . 


图 3.1 绥 饰 态 与 裸 态 能 级 图 
取 自 文献 [2] 


在 强 场 作 用 下 , 二 能 级 原子 状态 的 (a, 6) 分 裂 最 早 由 Atler-Townes 研究 过 四， 
也 称 之 为 Atler-Townes 效应 . 这 已 在 实验 上 得 到 验证 B4, 在 Atler-Townes 效应 中 ， 
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探测 从 两 个 由 强 场 联 系 起 来 的 能 级 中 的 一 个 到 第 三 个 能 级 的 跃迁 , 预期 有 两 条 吸收 
谱 线 . 实验 是 这 样 设计 的 , 如 图 3.2 所 示 , 第 一 个 激光 ws 激发 钠 原子 3 ?51/2(F = 
2, mp = 2) — 3 ? Pz jo (F' = 3, mp = 3) ERIE, 而 第 二 个 弱 的 探测 光 UA 探测 从 
3 ^Pjo(F' 23, mp = 3) 5 4 ? Ds ja(F" = 4, mpr = 4) 的 吸收 . 所 观察 到 的 吸 
An, 呈现 两 条 吸收 谱 线 . 用 共振 泵 浦 激发 时 A = 0, A = B = 1/2, 这 两 条 吸收 
谱 是 对 称 的 ; 而 用 偏离 共振 的 泵 浦 激发 时 , 则 是 不 对 称 的 , A Z0, A zB. WT 
峰 的 间距 O' 与 理论 值 V42 + Q0? 一 致 . 随 着 场 强 的 增 大 , 图 3.3 给 出 共振 激发 ， 
不 同 录 浦 功率 下 的 吸收 谱 测 量 , 双 峰 间隔 随 功 率 增 大 而 增 大 , 由 上 到 下 Ip 分 别 为 
5.3mW /cm?, 86mW /cm?, AT0mW /cm?. 


iD; AN 
wa NN 
3 PP 


3291 ANSIN 


图 3.2 (o, 6) 分 裂 探测 图 3.3 ”吸收 谱 随 O 的 变化 


3.3 Cohen-Tannoudji WZ RT 


ET "ECT IN Zi HS" 是 指 场 与 原子 的 相互 作用 H' 对 原子 的 “修饰 ”产生 的 
“原子 的 绥 饰 态 ” H, 至 于 场 本 身 并 未 被 描述 , 而 由 Cohen-Tannoudji 的 级 饰 原子 概 
念 最 先是 从 研究 原子 与 光子 组 合 系统 的 本 征 态 提出 来 的 9, 组 合 系统 的 哈密 顿 量 
H = Ho + H' + Hr, AF Ho 为 原子 的 哈密 顿 量 , Hi 为 光 场 的 哈密 顿 量 . 在 不 考虑 
原子 与 场 的 相互 作用 时 , 组 合 系统 的 两 个 近 平 简 并 状态 可 写 为 


|g, n) = eT stug [n) . 
7 (3.3.1) 


|m,n — 1) = e "tu, |n — 1) 


前 者 表示 原子 处 于 基态 , HA n 个 光子 ; 后 者 表示 原子 处 于 激发 态 , DA n — 17 
OCT. 由 于 场 的 频率 原子 跃迁 频率 wms, WA Eg +nħw m Em --(n-—1)hw. 即 
ig,n) , [m,n — 1) 为 近乎 简 并 的 , 在 计 及 相互 作用 H' 后 , 才 会 去 简 并 . 现 写 出 状态 
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exp G 4 r) |g, n) , exp (i r) m,n 一 1) 间 五 = Ho + H' + Hr 的 矩阵 
元 , 并 求 其 本 征 值 h: 按照 通常 量子 力学 微 扰 论 , A 为 下 列 行列 式 的 根 , 即 
Em + (n — 1)ħw — hÀ — Img Ew) 


[20 (3.3.2) 
— Img E(w) E, + nhw — hA 


E, + Em 
2h 


十 (- zo tA A =w — wmg, 则 (3.3.2) RA 


—A/2—-A -1/2 
—Q0Q/2 . A/2—A 


对 应 于 上 述 本 征 值 A 的 本 征 函 数 分 别 为 |an) ,|6,) 
| n) Lo LÀ E iatja-iptja-iost 
(A+ 07 4- 2? 
— Ê el iAt2-101/2- ist 
(A+ Q7? 4 0 


=0, AL — 0/2 (3.3.3) 


ug [n) 


Um |n — 1) 


Bn) — ( eiAt/2—iwgt 
(A + R)? + N? 


ug |n) 


_ A+R eTiÄt/24+i0't/2—iwmty |n — 1) (3.3.4) 
(A 4 £2)? +R? 
(3.3.4) 式 所 示 的 本 征 函数 an), Bo 中 涉及 原子 的 部 分 也 能 从 通 解 (3.1.9) 式 得 到 . 
值得 注意 的 是 Cohen-Tannoudji 的 缀 饰 原子 是 包括 原子 与 场 的 态 , 而 (3.2.4) 式 的 
级 饰 态 则 仅仅 是 原子 的 态 . 
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我 们 在 第 2 章 用 微 扰 方法 解 了 Schrödinger 方程 , 将 原子 与 场 相互 作用 后 的 波 
了 消 数 用 无 相互 作用 的 波 函 数 展开 , 这 虽然 提供 了 计算 各 级 微 扰 波 函数 与 极 化 率 的 系 
统 办 法 , 但 只 适用 于 弱 场 情形 . 对 于 强 场 将 不 收敛 , 这 办 法 也 就 不 适用 了 . 后 来 又 
讨论 了 密度 矩阵 方程 , 特别 是 在 旋 波 近似 下 稳 态 密度 矩阵 方程 的 准确 求解 , 但 也 只 
适用 于 二 能 级 、 三 能 级 原子 , 对 于 多 于 三 能 级 原子 将 是 很 杂 的 . 在 这 一 节 我 们 将 引 
入 原子 的 部 分 缀 饰 态 , 并 以 此 为 基 , 修正 已 有 的 微 扰 展开 方法 , 使 之 适用 于 任意 场 
强 , 而 不 只 限于 弱 场 01. 如 前 所 述 , 包括 自由 原子 Ho 及 相互 作用 V. 在 内 的 哈密 顿 
EH = Ho +V 的 Schrodinger 方程 为 


hË = Hy = (Hy Vy (3.4.1) 
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Wu; 为 自由 原子 的 本 征 态 Hou; = Eju, 通常 的 微 扰 方 法 就 是 用 w; 作为 基 来 展 
开 的 , 这 样 的 展开 只 适用 于 弱 场 , 因为 u 是 Ho 的 本 征 态 , 并 未 反映 场 强 的 大 小 . 
对 于 强 场 相 互 作用 来 说 , 应 选择 与 场 强 有 关 的 基 , 从 相互 作用 中 取出 一 个 部 分 6 与 
Ho 并 在 一 起 , 用 以 确定 新 的 基 vo, 将 Schródinger 方程 写 为 

LOU 

rn 
ó BIA V 中 取出 的 部 分 , 用 以 确定 新 的 基 函 数 v0. O8 T-S83 UE 6 一 0， V? — uj, 
与 通常 微 扰 理论 一 致 . 5 标志 场 的 强度 , y^ 由 下 式 确定 : 


= [(Ho + ô) + (V — ó)|v (3.4.2) 


TA = (Ho + 6)? (3.4.3) 
设 (3.4.3) 式 的 本 征 函 数 为 v9, 将 (3.42) 式 的 通 解 y 用 如 即 新 的 基 函 数 展开 : 


V — 5 ant)? 
ak — ap +a} toda (3.4.4) 


ap = Gh) » (e| V — 6 |?) a 
l 


式 中 y 可 表示 为 
V? = A? (t)u;(r) (3.4.5) 


J 


6 一 经 给 定 便 可 解 方程 (3.4.3) (3.4.5) T. 下面 我 们 讨论 一 个 多 能 级 原子 系统 , 其 
中 两 个 能 级 与 单 频 的 泵 浦 场 为 共振 , 而 其 余 能 级 与 泵 浦 场 远离 共振 . 

设 单 频 泵 浦 场 Elt) = Eo(e-i*t + e"*) 与 多 能 级 原子 的 m, g 能 级 为 共振 或 近 
共振 . 相互 作用 哈密 顿 量 , V = -jE = -pE + et). 6 算 子 由 下 式 定 义 : 


bum = —(1— B)umgE(t)ug 
6ug = —(1— B) ugm E(t)us, (3.4.6) 
du; 一 0， 了 天 mm,9 
式 中 6(0 < 6 < 1) 为 待定 参量 , 其 物理 意义 将 在 下 面 讨论 . 将 (3.4.5) 式 代入 (3.4.3) 
式 , 并 应 用 定义 (3.4.6) 式 , 便 得 


访 49 = EjA?, j#m,g 
| (3.4.7) 
V? = APu;(r) = Pt sg) 
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且 
IRAS, = Es AD, — (1 — B) Eo(e "* + et) A? 
| (3.4.8) 
ihA0 = E,A0 — (1 — B) ugm Eo(e t+ elt) AO. 
由 方程 (3.4.7) 式 我 们 看 到 波 函 数 好 与 常见 的 微 扰 波 函 数 的 基 同 , 这 是 因为 v; 
能 级 已 远离 共振 . 对 于 共振 能 级 m, g 的 方程 (3.4.8) 可 用 旋 波 近似 来 求解 . 参照 
(3.1.3)~(3.2.5) 式 , 将 (3.4.8) 式 的 解 代入 (3.4.5) RH, 便 得 共振 相互 作用 波 函 数 为 


vo, 一 At pma + iB? ig 


Vo = iB? ,, 十 4/2W 6 (3.4.9) 
式 中 ， 
Yma = e iEnt/hR-iAt/2-1Q"t/2,— 
Ymg — eiBmt/h-iAt/2+i02t/2 
Ugo = eiBEmt/htiAt/2 -i027 (3.4.10) 
Wo6 = eiBmt/htiAt/2+i02t/27, 
mH, i | 
a= ELA) B= HAT, A=w— wn, 
(3.4.11) 


- 2umgE 
Q = /A+ 02 (1—8), Q4,— E 


f (3.2.4) 和 (3.2.5) 式 那样 , (3.4.9) 和 (3.4.10) 式 所 描述 的 激发 态 m, dg 由 于 
辐射 场 的 相互 作用 引起 (a, 6) 分 裂 . 现在 的 部 分 绥 饰 态 与 前 面 的 级 饰 态 之 不 同 , 仅 
仅 如 (3.4.11) 式 , 以 (1 8) 2,4 来 代替 (3.1.8) 式 2' 中 的 2, 亦 即 有 (1 - 8) 部 分 
相互 作用 能 是 用 来 缀 饰 原子 , 而 不 是 全 部 . 若 (1 - 8) = 0, 便 是 微 扰 理论 的 结果 , 没 
有 场 能 用 来 级 饰 原子 . 若 (1 - 8) = 1, 便 是 全 部 相互 作用 能 用 来 级 饰 原 子 , 即 前 面 
(3.2.4) 和 (3.2.5) 式 所 描述 的 原子 缀 饰 态 . 若 1 > 1- 6 > 0, 即 我 们 现在 讨论 的 原 
子 部 分 级 饰 态 . 
引用 部 分 缀 饰 态 (3.4.9) 式 可 求 得 电 偶 极 矩阵 元 如 下 : 


(Wml er |U9) = umo (Aet maot + Betme.oat) 
(Ug | er |f.) = Mam (Ae mont + Beime oat) 


由 5 算 子 的 定义 式 (3.4.6), 并 应 用 上 面 结果 , 便 得 


《好 | 和 一 5 |v) = AT" A$ (uj| V — ux) (3.4.12) 
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式 中 ， 


(u;|V -õlu =} e k*mgijem,k-gijzg,k-m 
Í Vik j=m, k=g;j=g, k=m 


现 进 一 步 讨论 参量 8 的 物理 意义 . 由 方程 (3.4.3) 与 (3.4.6), (1 - 8)V. 即 为 用 来 缀 


饰 原子 的 那 部 份 相互 作用 能 . 若 如 上 面 已 提 到 的 , 取 6 = 0, 即 全 部 相互 作用 能 都 用 
来 缀 饰 原子 , 则 由 (3.4.12) R, 激发 态 原子 产生 跃迁 的 能 量 将 消失 掉 , 即 


(um| V — ô |ug) = (uj| V -dlum)=0 (3.4.13) 


于 是 , 在 能 级 m 与 9 间 的 跃迁 将 是 不 可 能 的 , 严格 地 说 来 这 样 的 选择 是 与 物理 事 
实 相悖 的 . 另 一 方面 , ER 6 = 1, 则 又 完全 退化 到 无 绷 饰 的 通常 的 微 扰 论 的 情形 . 
因此 , 部 分 缀 饰 , 1 > 1 一 6 > 0, 是 唯一 与 物理 事实 相符 且 能 避免 微 扰 论 强 场 发 散 困 
难 的 可 能 的 选择 . 

8 的 具体 数值 可 通过 比较 由 部 份 缀 饰 态 计算 得 出 的 电 偶 极 矩 与 密度 矩阵 方法 
求 得 的 电 侦 极 矩 来 确定 , 也 可 采用 统计 模型 来 确定 . 这 里 只 说 密度 矩阵 法 . 

对 于 二 能 级 原子 , 其 电 偶 极 矩 的 期 待 值 为 


(p? = (wo|er |u1,) + (1, | er ly?) (3.4.14) 


一 级 微 扰 波 函 数 可 写 为 
Vm, = Am Uy, (3.4.15) 
按 (3.4.4) 式 , 一 级 微 扰 展开 系数 41 可 写 为 


Al = = /we — Ber Eo ("t + e iet) [Yoy dt 


ma E A l(Umo,gg —e)t Bel(9m8,so —w)t 
= pom (UIT 十 Some) (3.4.16) 
h Wma,gB — W WmpB,ga — W 
求 出 电 偶 极 矩 的 期 待 值 为 
(p)? _ Hmgl?mgb A? B? 
2 Wma, g 一  WmB,ga TW 
AB it B —iQ't 
2De o 十 s] e ivt 十 c.c. (3.4.17) 
Wma,gB 一 以 WmpB,ga ZW 


AP c.c. BU EPBOUG, 下 同 . 略 去 (3.4.17) RP x et+i?1t 的 项 , 便 得 出 跃迁 ma > 98 
与 m6 — go 的 感 生 电 偶 极 矩 ( 见 图 3.1). 至 于 跃迁 ma > ga 5 m8 一 g8, 由 于 相 
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互 抵消 , 无 贡献 . 在 (3.4.17) 式 中 设 跃 迁 频率 的 带宽 为 v, 则 (3.4.17) RA 


1 1” FH MEL 
0. |j0 - A/a ) (30+ 5/2 ] | 
(p)? — LE 十 euer + c.c. 


_ Hmyg Bg (À — iv7) e iet 


5 Q2 X V + c.c. 


_ Hmyg Bg v A? + v?r* 一 iwt 一 i 
RP r= 3(1+ A10) 
丸 一 方面 , 用 密度 矩阵 方法 也 可 确定 电 偶 极 矩 . 事实 上 , 将 原子 波 函数 表示 为 
(SESS Asp ES UE 


一 logt 


ij = ame m um 十 age lost, (3.4.19) 


由 此 可 计算 出 电 偶 极 矩 : 
(p) = (Y| er |Y) = Umg (azam) e l"msf 十 ce, 
= HmgPmg + C.C. (3.4.20) 
参照 (2.3.7) 5X, 得 密度 矩阵 : 


_ Hmg Nmg Ao V A2 + v2e —iwt 
Pma = PETRUS E sf 
式 中 = 1/h, n —1/T, T] T, Rt BETHEA. 取 初 值 条 
{F Ao = (Pmm 一 pgg)o = —1, FS b = n/v, 比较 (3.4.20) 与 (3.4.18) Ñ, 并 假定 用 
两 种 方法 所 算得 的 振幅 相等 , 于 是 有 
DB ns A? 十 2Z2T? Nmg v A? + v? 


(3.4.21) 


(1-899024 ÅF + AP ORO (3.4.22) 
采用 记号 
Nmg 
(OVAL 
(3.4.22) 式 化 为 
Bx 0 ox 
Q-8y]3 11^ zb (3.4.23) 
AF oy 定义 为 


q= V? + v?)/(42 + 1273) 
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引进 参量 n= ium 则 由 (3.4.11) 和 (3.4.18) 式 y 又 可 写 为 
1 /2 2] 
y= | 十 (1 — n) (5 十 arrr) | (3.4.24) 


HSE b,n 与 归 一 场 强 x 给 定 后 , 便 可 解 (3.4.23) 和 (3.4.24) 式 以 及 相互 作用 能 中 
用 来 绥 饰 原子 的 部 分 1 - 6, 和 相应 的 修正 后 的 Rabi 分 裂 (1 — bp)z. 图 3.4 和 3.5 
给 出 (1 一 8)z 对 z, 8 对 zx 的 变化 曲线 , b,n 取 为 定数 . 


1.5 b—0.12 


(1—58)x 


0.0 » 
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0 125 15 1.75 2.0 
T 


图 3.4” 归 一 化 的 有 效 Rabi 分 裂 随 归 一 化 Rabi 频率 r 变化 的 曲线 
7 取 值 为 1, 取 自 文献 [2] 


0.0 
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0 
T 


图 3.5 参量 8 随 归 一 化 Rabi 频率 r 变化 的 曲线 
7 取 值 为 1, 取 自 文献 [2] 


对 于 小 的 z(z < 1), 亦 即 弱 场 相互 作用 , 由 (3.4.24) 式 给 出 7 e 1, S o CX. 与 


n ER. 而 方程 (3.4.23) 式 可 简化 为 (1 一 B)zx ~ x3 /b, 这 对 应 于 (1— 8) z 0, 因而 用 来 
修正 原子 状态 的 那 部 分 相互 作用 能 非常 小 . 但 有 趣 的 是 , 这 部 分 相互 作用 能 与 b 成 


idc A on dos o Tece Die tentet ssxdH2222.25.11425211 ntt anceli a miam eii RE sa He Aene pietat. 0 y Res eme nt Rte mom mon e tret m 


参考 文献 | .71. 
-一 一 UU. 
有 反比, 这 就 意味 着 非 相干 情形 (1/6 = T/m > 1) 要 比 相干 情形 (1/6 = T/T = 1/2) 
在 相同 的 归 一 化 Rabi 频率 z 下 有 更 大 的 Rabi 分 裂 ( 见 图 3.4). 为 一 方面 , 25 zx 很 
小 时 , 由 (3.4.11) 式 , 我 们 有 


f ——A, A=1，B=0， 当 A<0 
(3.4.25) 
—A, A20, B-1, 4A»0 
TR NES RAE FR RBS CORR E Jg 
2 
— E . 
人 二 me qoe ee (3.4.26) 


h ^^ w 一 wmg 


与 通常 的 弱 场 微 扰 结果 为 一 致 . 
对 于 大 (> 1), 即 强 场 作用 情形 , 解 方程 (3.4.23) RE 


1 1 1 
1 一 X —; 十 一 一 一 一 .4. 
(1— B)z (y pat zz) z (3.4.27) 


根据 这 个 关系 式 , 我 们 可 讨论 两 种 极限 情形 . 其 一 为 mp = 1, 对 应 于 大 失 谐 (A 六 v) 
情形 ; 而 另 一 则 为 m = 0, 对 应 于 共振 跃迁 (A = 0) 情形 . 对 于 第 一 种 情形 , 由 
(3.4.24) 式 得 7 = 1. 又 若 为 完全 相干 相互 作用 b = 2, 则 按 (3.4.27) RẸ 1-8 — 
= 0.5, 这 就 是 相互 作用 能 一 半 用 于 缀 饰 原子 , 构成 新 的 基 函 数 ; 另 一 半 则 用 于 激 
发 原子 在 状态 间 跃 迁 .、 如 果 是 非 相 干 相互 作用 , 则 5 < 1,1-6=1-b~ 1, UL 
所 有 的 相互 作用 能 均 用 于 缀 饰 原子 , 改变 原子 的 状态 , 只 有 很 小 的 一 部 份 用 于 激发 
原子 在 状态 间 跃 迁 . 对 于 第 二 种 情形 , y = 2, 完全 相干 相互 作用 1— 6 ~ 0.39; 非 相 
干 相 互 作用 1 -6= 1 一 2b ~ 1. 由 此 得 出 结论 , 对 于 非 相 干 相互 作用 , 不 论 m 的 值 
如 何 , 用 于 激发 引起 能 态 间 跃 迁 的 那 部 分 相互 作用 能 是 很 少 的 ; 而 在 相干 相互 作用 
极限 , 总 有 一 半 或 近乎 一 半 的 相互 作用 能 用 于 级 饰 原 子 , 而 另 一 半 则 用 于 激发 
关于 二 能 级 原子 系统 的 分 析 , 比较 (3.4.18) 与 (3.4.26) 式 , 可 归结 为 对 任意 场 
强 的 相互 作用 应 将 弱 场 因子 作 如 下 代 换 . 
{bmng Plmg(W 一 wmg — iv) 
WwW-wmg (1-BP Rag + (v — ums)? +n? 


式 中 参量 6 由 (2423) 式 确定 ， 对 于 多 能 级 原子 系统 , 我 们 注意 到 通常 微 扰 展 

开 理 论 包含 许多 描述 多 光子 过 程 的 因子 EET 如 果 每 一 个 这 样 的 因子 均 按 

(3.4.23) 式 代 换 , 则 实现 了 弱 场 微 扰 论 按 强 场 带 来 的 修正 .具体 应 用 , 见 文献 [2]. 
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、 合 原 子 极 化 的 Maxwell 方程 的 重要 应 用 之 一 , 是 分 析 激 光 振 荡 过 程 及 振荡 过 
程 所 包含 的 噪音 021. 本 章 我 们 首先 介绍 激光 振荡 的 半 经 典 理论 , 接着 讨论 激光 振 
荡 的 全 量子 理论 及 激光 噪音 等 问题 . 


41 激光 振荡 的 半 经 典 理论 


一 个 处 于 激发 态 的 原子 自发 辐射 出 光子 , 这 光子 作用 于 相 邻 的 激发 态 原子 , 通 
过 受 激 辐射 , 产生 一 个 新 的 光子 ， 此 过 程 继续 下 去 , 不 断 增添 新 的 受 激 辐射 光子 ， 
这 就 是 自发 辐射 光子 通过 相 邻 原子 的 受 激 辐射 产生 的 光 放 大 . 若 同时 在 放大 媒质 
的 端面 加 上 部 分 反射 或 全 反射 腔 板 ， 形成 一 光子 在 其 中 来 回 的 腔 ， 于 是 自发 辐射 
便 在 一 个 有 增益 的 腔 内 振荡 , 并 通过 端面 透射 输出 . 在 放大 或 振荡 过 程 中 , 光子 不 
断 增益 而 光 的 波 面 不 断 向 前 推进 , 振幅 不 断 增长 ， 又 因原 子 的 受 激 辐射 与 驱动 原 
子 产生 受 激 辐射 的 场 , 亦 即 入 射 波 场 为 同 相 位 , 受 激 辐射 波 与 入 射 波 的 又 加 为 同 
相位 的 相干 又 加 .电场 E 满足 含 极 化 PH] Maxwell 方程 (1.1.9) 式 , 采用 近似 
VxVxEs-VE, 并 加 上 损耗 项 PZE 后 , 这 方程 可 写 为 

9? OE OP 


2v72 
-Cy A 14 
ag E Ww -VE= -hrs (4.1.1) 


(4.1.1) 式 中 , y 为 腔 的 损耗 及 介质 中 的 传播 损耗 , yo = w/Q. 这 样 将 介质 的 吸收 、 
散射 损耗 以 及 腑 的 输出 、 衍 射 损耗 均 包 括 在 yo 之 内 了 . 宏观 极 化 矢量 P 在 方程 
(4.1.1) 式 中 起 着 电磁 辐射 源 的 作用 . 在 外 场 驱动 下 , 原子 内 的 电子 作 强 迫 振动 , 并 
表现 为 极 化 P 随时 间 的 振动 . 反 过 来 P 又 作为 波动 方程 (4.1.1) 的 源 出 现 , 这 也 
体现 了 原子 的 受 激 辐 射 (由 电 偶 极 强迫 振动 产生 的 辐射 ) 相干 地 释 加 在 入 射 的 辐射 
场 E E. 在 外 场 E 的 驱动 下 , 原子 宏观 极 化 P 的 强迫 振动 容易 从 二 能 级 原子 密 
度 和 矩阵 方程 得 出 . 下 面 为 了 讨论 的 方便 , 并 不 失去 一 般 性 , 将 矢量 E, PP 简化 为 标量 
E, P. 设 a 为 激发 态 , b 为 基态 , 则 由 密度 矩阵 方程 (1.5.21) 和 (1.5.27) 得 


O 1 
n, Pab — Z a m ab 一 jab p , aa 一 
元 Po (io b + z) pab — i E(r,t)(paa — pob) 


(4.1.2) 
? obs = fiwa- 2 +i pe. ty 
=Z Pba 一 ab 一 zm a — DAT, aa 一 

au" b To Pb h P Pbb 
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今 
P = nokab(pab + psa), A = (Paa — Pob)No (4.1.3) 


式 中 , no 为 单位 体积 内 的 原子 数 ; P, 4 为 宏观 极 化 与 反 转 粒子 数 密度 . 由 (4.1.2) 和 
(4.1.3) 式 便 得 


0? Ó 2 Wa 
t 十 Z5 + wab + 7) P= -2Apbat (4.1.4) 
这 就 是 宏观 极 化 己 满 足 的 振动 方程 . 它 是 通过 电场 E KEAR. 由 这 方程 及 (4.1.2) 
RAH, P 振动 不 是 单 色 的 , 而 是 有 Aw = 7 的 谱 宽 . 由 极 化 已 产生 的 电磁 辐射 


也 不 是 单 色 的 . 在 不 计 及 腔 的 作用 和 媒质 增益 、 损 耗 等 的 影响 下 , Aw = 元 就 是 原 
子 的 自然 线 宽 , Ts 为 原子 自发 辐射 的 相干 时 间 , JR INT IR. 

除了 电场 E. Bulb P 所 满足 的 方程 (4.1.1), (4.1.4) 外 , 还 要 求 出 反 转 粒子 密度 
A 的 变 率 方程 . 同样 由 密度 矩阵 方程 (1.5.21) 和 (1.5.27) 得 


dA . 2E Hab A 一 Ao 
o2 b — Poa) — 4.1. 
dp = dbR no(pab — pha) T (4.1.5) 


AF, Ao 表示 通过 光 泵 抽 运 能 达到 的 反 转 粒子 数 密度 水 平 ; Ti 表示 反 转 粒子 寿命 ， 
BIZ SE RISE (4.1.5) 式 的 第 一 项 是 由 受 激 辐射 而 引起 的 反 转 粒子 数 的 变化 . 当 不 
考虑 这 项 的 影响 , 对 于 给 定 光 泵 水 平 , 反 转 粒子 数 随时 间 的 变化 趋 于 饱和 值 4o( 见 
图 4.1). 


图 4.1 反 转 粒子 数 趋 于 饱和 值 Ao 


(4.1.1)~ (4.1.5) 式 就 是 我 们 研究 激光 振荡 与 放大 的 基本 方程 . 这 些 方程 的 解 一 
般 是 很 复杂 的 , 现 采 取 Lamb 的 解法 B. 首先 将 Elr, t), P(r, t) 用 谐振 腔 的 本 征 模 
A un (7r)e-i2"t 展开 , 这 在 形式 上 与 (1.1.14) 和 (1.1.15) 式 基 本 一 致 . 稍 有 不 同 的 是 ， 
(1.1.15) 式 只 是 极 化 P(r,t) 中 的 非 线 性 部 分 PIT, 而 线性 部 分 已 分 离 出 来 了 . 除 此 
以 外 的 区 别 , 从 下 面 表达 式 可 看 出 来 : 


E(r,t) = 》 Ene Ott? u(r) + c.c. (4.1.6) 
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P(r,t) — ` Pe niton(t) (7) + c.c. (4.1.7) 
—c*V^ugs(r) = Q?u4(r) (4.1.8) 


AF, Qno 为 谐振 腔 本 振 频 率 ,ww 为 第 n TEGXSSSSBUR, Enlt), palt) 分 别 
2 - ie 与 相位 ((1.1.14) 式 中 的 As (m2), Palir t) 尚 与 r 有 关 )， 又 注意 到 


-2 P(r, t) = ws, P(r, t), E (4.1.6) 和 (4.1.7) RARA (4.1.1) 式 , 便 得 
E, + 2En(—iwn — ia) + (02 — (wn + $n)? — Q4) E, = Anw2, P, (4.1.9) 
在 (4.1.9) 式 中 略 去 E, Enon, 92, On 诸 项 , 并 设 Pa = Cn +iSn, 便 得 
(wn + P — f2,) Es = —2nwC, 
(4.1.10) 


E, + -— E, = 
* 3o En = —2nw Sn 


式 中 w = wab, 20: 为 唯 象 引进 的 腔 的 损耗 
下 面 就 几 种 简单 情形 解 (4.1.10) 5X. 
4.1.1 ”没有 激活 离子 (或 原子 ) 情形 


这 时 宏观 极 化 P = 0,Cn = Sn = 0, 根据 (4.1.10) RE 1 方程 , JE on = 0, fi 
得 激光 振荡 频率 wn 等 于 谐振 腔 本 征 频率 Qn. 由 第 二 方程 得 E, = Ele At X 
明 振 幅 是 按 指数 衰减 的 . 


4.1.2 ”线性 极 化 PE 
令 Cn = X Bn,Sn = X" E,, 代入 (4.1.10) Ñ, 得 


Wn pn — Rn = 一 2rwX (4.1.11) 

Èn + — En = -2nwy! E, (4.1.12) 
2Qn n 

Wn = Rn — 2nwx, (4.1.13) 

E, = E9e-le/ QQ.)e2xox^j (4.1.14) 


(4.1.13) 式 为 模式 振荡 频率 wn 相对 于 腔 本 征 频率 HÆS], (4.1.14) 式 则 表明 当 
介质 增益 大 于 损耗 时 -2rwx/ > TM En 按 指数 增加 , 否则 减 小 . 
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4.1.3 ”一 级 近似 


将 E(r,t) 的 展开 式 (4.1.6) 代入 (4.1.2) 式 并 积分 , 得 极 化 P 的 一 级 近似 : 


PO) = nous (pp) + pi), A=no(paa — Pob) (4.1.15) 
(1) . _ lUab Es (t)un(r) —i(entten(t)) A 4.1.16 
Pab — h 22 UT ioo v 


在 做 这 个 积分 时 , 已 假定 了 Enlt), pn(t) 及 4 的 慢 变 函数 性 质 , 可 从 对 t 的 积分 号 
中 提出 . 还 采用 了 旋 波 近似 , 略 去 非 共 振 项 


ilab 5 tn) — io tees) A 
万 二 1/72 十 i(w 4- wa) 


这 样 才 得 到 (4.1.16) 式 , 式 中 w = wab. 

在 一 级 近似 (4.1.16) 式 的 基础 上 , 还 可 以 计算 反 转 粒子 数 密度 Alr, t) 随 辐 射 
场 变 化 的 关系 . 这 只 需 将 Er, t), p) 的 展开 式 (4.1.6) 和 (4.1.16) RRA (4.1.5) R, 
便 得 


ðA A — Ao 

0A — pA 4.1.17 

jp 52RA- x (4.1.17) 
- m 2 > E,Esud(r)us(r) i, o.) | cc. (4.1.18) 


1/T» -- i(w — wp) 


(4.1.17) 和 (4.1.18) 式 为 反 转 粒子 数 密度 变 率 方程 . 稳 术 时 一 二 0, 我 们 有 A 的 
稳 态 解 : 
— Ao 
1+ 2TiR 
这 表明 稳 态 时 反 转 粒子 数 密度 A 由 于 OR 的 增 大 而 下 降 , 亦 即 受 激 辐 射 消耗 了 反 转 
粒子 数 , 使 得 4 被 吃 空 . 
现 进一步 讨论 一 级 近似 下 的 宏观 极 化 P. 由 (4.1.15) 和 (4.1.16) 式 得 


(4.1.19) 


-he E n(£) Un(T)A (7) e ^ t 十 pm (t)) 
P(r,t) = 1 一 一 -一 一 一 一 一 nT Pn .C. 4.1.20 
1/72 十 i(w 一 us) tec 


由 此 得 (4.1.10) 式 中 的 Cn, Sn 及 P, X 
Pa = J Pew. ar 


(4.1.21) 
Nn = f aea 


cr Ae BYARNA vtto, REBUSQUE SUN IBI Ter E TORN Mnt eain rns nr MATIS ees n Mn ee Is ee C HAE Non e i rm ín S ES Tee te A $o Nu 
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2 
一 LUANVn W — Un 


Cn = h En (1/T3)? + (w — wn)? 
> (4.1.22) 
S E —Hap Nn 1/T» 
n h A/T) + (w — wn)? 
代入 (4.1.11) 和 (4.1.12) Ñ, 便 得 
2n Nn u2.w W — Un 
Wn 十 (n = Na + 5 (T3? + (w — wn)? (4.1.23) 
: 2 
Em o Nna OB 2 (4.1.24) 
En ħ (1/T3)? -- (vo —w4)? 2Qhn 


(4.1.23) 式 为 激活 媒质 的 色散 方程 , 第 二 项 就 是 激活 离子 或 原子 产生 的 色散 或 频率 
牵引 . (4.1.24) 式 右 端 第 一 项 为 媒质 的 增益 , 第 二 项 为 腔 的 损耗 . 增益 与 反 转 粒子 数 
分 布 Nn 成 正比 , 当 增益 等 于 损耗 时 , 便 给 出 使 得 激光 开始 振荡 的 反 转 数 密度 阔 值 


Ñn: | 
E, w | AN 
E73. E - | (4.1.25) 
y; ^. Q/R) 十 人 一 wo) 
Ñ, = iu DJT; (4.1.26) 
当 激 光 振 落 频 率 wn 与 原子 跃迁 频率 w 共振 时 , 便 有 
W 一 Ug = 0, N, = h l (4.1.27) 


Anu, ToQn 
4.1.4 气体 激光 的 烧 孔 效应 与 Lamb [Ulf 

在 讨论 (4.1.19) 式 的 物理 意义 时 , 我 们 已 经 注意 到 受 激 辐 射 消耗 反 转 粒子 数 使 
得 4 被 吃 空 . 如 将 (4.1.19) RAI 4 代入 P(v,t) 的 表 式 (4.1.20), 将 会 使 得 Pr, t) 
非 线 性 地 依赖 于 E, 即 出 现 高 阶 极 化 . 本 节 将 结合 气体 激光 的 特点 ,讨论 高 阶 极 化 
对 激光 振荡 的 影响 . 与 固体 的 激活 介质 不 一 样 , 对 气体 原子 或 分 子 , 还 需要 考虑 以 
速度 v 迎 着 观察 者 或 背离 观察 者 运动 带 来 的 Doppler 频 移 . Wt w 为 原子 的 跃迁 频 
率 , 观察 到 的 频率 为 w =w d kv, 考虑 到 Doppler 频 移 后 , (4.1.16) RA 


p (v ) = lab » Enun â Enun â e ilwnt+on) 
l/Ty + iw — kuon) 1/T» 十 i(w + kv — wn) 


(4.1.28) 
对 单 模 振荡 情形 , 可 去 掉 (4.1.28) 式 对 ”的 求 和 , H. (4.1.17) 式 亦 相应 地 写 为 
_ Ha 1 1 
R= ra | 1/To + i(w — wn 一 koj 1/To 十 i(w — wn + kv) + se Enun 


= 2T, (eee) {L(w — wn — kv) + L(w - Wn + kv)) (4.1.29) 
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2 
=> + (w — wn E kv)? 
13 


当 驻 波 模 式 空间 分 布 |un|? 用 平均 值 1/2 来 代替 时 , R 为 
2 
R — T» 2 {L(w — wn 一 kv) + L(w — wn + kv)) (4.1.30) 


类 似 于 (4.1.19) 3X, 可 得 速度 在 v 至 v+ dv 范围 内 反 转 粒子 数 密度 的 稳 态 解 
为 


A(r, v)dv = w(v)dv z A(1 — 2T; R)yw(v)dv (4.1.31) 


A 
1+2T,R 
AF, w(v) 为 原子 的 速度 分 布 函数 .因子 1 - 2T1R 体现 了 反 转 粒子 被 吃 空 , H 
在 w(v) 分 布 曲线 v = +w 一 wn)/k 处 留 下 烧 孔 (参看 图 4.2). 将 (4.1.31) 式 代 入 
(4.1.28) 式 , 并 对 v 求 积 分 , 便 得 宏观 极 化 P, 


P(t) = J P(r,t)u,(r)dr = (PD + P) eciost (4.1.32) 


;2 
pi» = 二 Bo | Lo t 
h 1/T» 十 i(w — wn — kv) 


TET +ee (v)d 
1/T;4i(w—was--kv) ` OWY 


pO -Wa p a f 1 
n ho ” 1/T» +i(w — wn — kv) 
1 


— c ++ cec. ? (-2T1R d 
Ht  Foyw(v)dv 

1.00 

0.84 
Ẹ 0.68 

0.52 

0.36 K 

—500  —250 0 250 500 
LU 一 Cn 
k 
图 4.2 烧 筷 曲线 


参见 文献 [1] 
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Bt (o) = SLE 771. 则 一 阶 极 化 PAD 的 计算 可 通过 等 离子 体 的 色散 函数 ZG) 
表示 出 来 . Z(w) 的 定义 : 


2 /2, 2 
Z(w) [e È dk ("US (4.1.33) 
一 一 V .l. 
w) - Ux VTL ~ Vn Zœ wiku 
于 是 A 
— 1 
PD 2 cap Z|-—-i(w- um, 4.1.34 
Ar E Fio —u ] (4.1.84) 


N7 1 
当 ku> Aw > — f 
T^ 


Z c 十 iaw) x Z(iAw) = eG) iva- Jh z x~ iv/ne- Cet) 
BUR 


—iAu? uU —Umn 
PO = Akaa p, Vie-( uu) (4.1.35) 
u 


现 讨论 三 阶 极 化 PG 计算 . 由 (4.1.30) 式 得 
一 2 — a E 2 1 oo . / 2 
p) -— E, A(- Toi) i2: ku J. ikudv'e- fu) 
x 1 
1/To 十 i(w — wn — kv") 


TE ku > Aw > 元 的 假定 下 , 最 后 可 得 


2 
po) DT» VRAu E exp - 6 一 3 


{L(w — wn — kv ) + L(w — wn + kv)) — (4.1.36) 


{7T2(w — was)L(w — wn) 


h3ku ku 
t i[l-4 L(w — wn)|} (4.1.37) 
参照 (4.1.12) A, 可 直接 写 出 含有 一 阶 及 三 阶 极 化 的 Lamb Z7 f: 
MN — Rn) = —2nw(CKP + C) (4.1.38) 
En L— z gE = —2nw( SP + SG) (4.1.39) 


按 (4.1.35) 和 (4.1.37) 式 , 并 参照 (4.1.19) 式 可 计算 一 阶 、 三 阶 极 化 对 增益 的 贡献 
S(0. g(, 


3/2,,2 
go = CA iae À p o (Sn! 
hku 


(4.1.40) 


3/2 Lo 一 n 
SG) — 27,T, (= E Lj E3e -(*x "n I1 + L(w — wn)| 
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将 (4.1.40) 式 代 入 (4.1.39) 式 , 得 


E s (À qup. à — 
E 73A ev k Í mli Lw- s) e " 


hku TiTou2, Ez 
——————, In ———— 4.1.41 
813/247, Qn 2h? ( ) 


AF Ar 为 阐 值 反 转 粒 子 数 密度 ，I,, 为 量 纲 为 一 的 光 强 .由 (4.1.41) 式 得 稳 态 . 


T 


(4.1.42) 


容易 看 出 , n 随 着 激光 输出 频率 wn 而 异 , 24 w。 调谐 到 原子 跃迁 频率 , Blu, =w 
时 , 输出 n 有 极 小 值 , 这 就 是 Lamb M. 这 从 烧 孔 曲线 (图 4.2) 来 看 也 是 很 明显 
BJ. 34 w = wn 时 , 对 激光 有 贡献 的 主要 是 va 0 的 原子 . v = 0 的 烧 孔 可 看 成 是 
v= rm + 0 的 两 个 烧 孔 移 近 又 加 在 一 起 , 形成 一 个 深度 更 深 的 烧 孔 , RER 
转 粒子 数 密度 很 低 , 输出 也 就 相应 下 降 了 . 

还 应 着 重 指出 的 是 , Lamb 思 陷 之 所 以 能 出 现 (图 4.3), 主要 是 用 了 Doppler 加 
宽 远 大 于 原子 的 自然 线 宽 , HU kw c» 1/T», 它 是 (4.1.42) 式 成 立 的 条 件 . 若 ku 与 
1/T 为 同 量 级 , 则 不 会 观察 到 凹陷 效应 . 


0.8 
0.6 
Ex 
o4 
0.2 
Mh 
一 460  —230 0 230 460 


图 43 Lamb MK 
参见 文献 [1] 


4.1.5 ”多 模 振荡 
有 关 单 模 激光 振荡 的 Lamb 方程 、 反 转 粒 子 数 吃 空 及 Lamb 四 陷 等 已 如 上 述 . 


4.2 激光 振荡 的 全 量子 理论 -81> 


若 将 上 面 方法 推广 到 多 模 情形 , 便 可 研究 存在 于 激光 器 中 的 多 模 竞争 了 . ERE 
表示 式 (4.1.18) 需要 对 N 个 竞争 模式 求 和 , 参照 (4.1.32)~(4.1.40) 式 的 推 寻 , 最 后 
将 看 到 对 SO 作出 贡献 的 , 除了 ES 以 外 , 还 有 交叉 项 E,E2. 在 (4.1.10) 式 中 的 
S, 用 S&P + S5) 4S, 便 得 出 振幅 P 满足 的 方程 | 
Èn = o4 E, — B,ES — 9 0, En E? (4.1.43) 
/天 mm 


对 于 双 模 竞争 , 则 有 
FA 一 a F4 一 pL E 一 0E, EZ 


| | (4.1.44) 
E> = o3 E» — fB5E3 — 0ESE | 
4 y = E2,y = E2, 则 方程 (4.1.44) 可 写 为 
1/2 = (oi — Biz — 0y)z (4.1.45) 


y/2 = (a2 — Bay — 0x)y 
这 个 方程 有 如 下 四 个 奇 点 : 


(1)y 20, z—o/fy, 0120 
(2220, y-—os/B85, F az>0 
3 œı = bix +0y, Li 
a2 = bx Boy, Lo 
(4) 27—y-—0 
(4.1.46) 
第 1 2 个 奇 点 分 别 对 应 于 模 “1” 或 
“2” 的 单 模 振荡 稳 态 解 i = y= 0, 第 
3 个 奇 点 为 Li, La 的 交点 , 如 果 这 交点 
在 第 一 象限 , 便 对 应 于 双 模 振荡 解 . 第 
4 个 奇 点 所 对 应 的 解 是 不 稳 . 图 4.4 给 
出 双 模 振荡 即 L 与 Lo 交点 在 第 一 象 图 44 IRRA RER 
限 内 随时 间 的 演化 图 . 参见 文献 [1] 
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全 量子 理论 是 相对 于 半 经 典 理论 而 言 的 . 半 经 典 理论 将 电磁 场 看 作 可 用 Maxwell 
方程 描述 的 经 典 场 , 而 与 之 相互 作用 的 原子 或 分 子 则 用 量子 力学 来 描述 . 半 经 典 理 
论 在 描述 激光 的 振荡 、 放 大 及 模式 竞争 等 方面 是 很 富有 成 效 的 . 但 有 关 辐 射 场 的 相 
干 统计 性 质 等 就 要 采用 将 电磁 场 也 进行 量子 化 的 全 量子 理论 来 处 理 . 
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4.2.1 ”辐射 场 与 电子 波 场 的 相互 作用 
参照 (1.8.1) sk, M bet 记 为 Mj, baet 记 为 b, 则 量子 化 后 的 场 表示 为 
E(r,t) = ES iy Vaso ~ bajer ounle) (4.2.1) 
- 
并 可 反 推出 矢 势 Ars t): 


2nc?h 


(bi 十 bx)&x,cux(T) (4.2.2) 
WA 


A(r,t) = ` 
入 ;CT 


代入 Hz 的 表示 式 中 . 包括 辐射 场 与 原子 体系 在 内 的 总 的 能 量 算 符 H 可 写 为 原子 
的 Ha 辐射 场 的 Hi 及 Hr 之 和 : 
H = Ha + Hr + Hr (4.2.3) 


式 中 , Hi 为 场 与 电 偶 极 的 相互 作用 能 . 按 经 典 电动 力学 H -CA .量子 化 


后 , A 用 (4.2.2) 式 来 表示 , p 用 相应 的 矩阵 元 J pypprafardg， 来 表示 , qu 为 第 p 
原子 内 部 坐标 . 便 有 


(—e) 2n 
Hr = -> ` g O + bajua (r) ] onp -exapliudguajuam (4.2.4) 


À,0,j.lpu 


(4.2.4) 式 是 辐射 场 与 N 个 原子 的 相互 作用 , y 是 指 第 j 个 原子 , 相互 作用 对 1 求 
和 


对 于 二 能 级 原子 , T£ (1.6.14)~(1.6.15) 式 算 符 al a2 等 可 用 自 旋 算 符 o 表示 : 


ot = oy 十 ioy = ala, 


o = Os — io, = aja (4.2.5) 


1 
Oz; = ; (0202 — ala) 


并 满足 对 易 关 系 : 
(4.2.6) 


AE X. 


| —e |27 
gA, ou = m DN QiuP: E) o Q2, (T)dqy, 
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" —e | 2x 
Iy ou = mW SLT €x o fiy (r)dqy (4.2.7) 


并 应 用 旋 波 近似 , 则 相互 作用 哈密 顿 量 H; (4.2.4) 式 可 写 为 (下 面 为 简单 起 见 , 将 
和 ,0 EX A) 


Hr = -AX (gabio; + gi pba) (4.2.8) 
Au 
而 原子 与 场 的 哈密 顿 分 别 为 
Ha = > fwoozsn, Hr = 》 大 JADADA (4.2.9) 
" 入 


总 的 哈密 顿 量 H = H+H +H, 并 应 用 (1.6.3) 和 (4.2.6) 式 及 算 子 O 的 Heisenberg 
运动 方程 2). 
+ -[H,0] (4.2.10) 
Ozu = i 》 (一 gpBAOT 十 9X baon ) 
入 
= —iuoo; — i23 gi bios, (4.2.11) 


m 
A 
Oy = ioc, 十 这 X Ja ubDAO zy 
入 


b = 一 lJwaba + i» gu, 


"m 
b) —iwybi i guo 
"m 


(4.2.12) 


(4.2.11) 和 (4.2.12) 两 式 为 包括 原子 、 辐 射 场 及 其 相互 作用 在 内 的 全 量子 方程 . 


4.3. 热 库 模型 与 激光 输出 的 统计 分 布 


4.3.1 MERE 

上 节 我 们 通过 求解 含 极 化 的 Maxwell 方程 , 研究 了 激光 振荡 问题 , 所 涉及 的 是 
辐射 场 与 N 个 原子 体系 的 相互 作用 .实际 上 , 在 产生 激光 的 体系 中 , 情况 要 复杂 
些 . 辐射 场 在 工作 物质 中 要 被 杂质 原子 散射 、 吸收 , 并 在 镜面 部 分 输出 . 而 入 个 激 
活 原子 也 要 相互 磁 撞 , 或 经 受 晶 格 振动 , 且 激 活 原 子 的 泵 浦 场 也 是 不 恒定 的 , 有 无 
HER. 所 有 这 些 均 可 归并 为 一 个 热 库 的 相互 作用 PIOS 4.5). 热 库 可 理解 为 一 
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个 自由 度 很 大 的 体系 , 与 热 库 相 互 作 用 的 特点 是 它 的 无 规 与 随机 性 . 这 种 随机 性 可 
通过 Langevin 方程 中 的 无 规 力 RAO KHS. EA 
JJ Filt) 体现 了 热 库 对 体系 的 作用 , 因为 是 无 规 的 , 故 
F(t) 与 FREE zt) 几乎 没有 关联 , 亦 即 F(t) 的 关 
联 时 间 趋 于 零 , 即 满足 


图 4.5“ 热 库 模 型 Us (t) FX (t)) = Quó(t — t) (4.3.1) 

35 n 为 奇数 时 
UA (t) Fi (t4)) 20 (4.3.2) 

当 n 为 偶数 时 


(A (t1) -+ Faltn) = 3 (Pa (taa Paa (5) (Au, E. ltan)) (4.3.3) 


式 中 ，》 表示 对 1,.…,n 的 所 有 排列 Are, An- An RA. 在 (4.3.1)~(4.3.3) 三 


个 等 式 中 , (4.3.1) 式 称 为 Markoff 条 件 , 它 表明 无 规 力 的 相干 时 间 非 常 之 短 . (4.3.2) 
和 (4.3.3) FKA Gauss KIF, 在 通常 激光 情形 , 可 以 认为 Markoff 条 件 和 Gauss 条 件 
均 成 立 . 将 无 规 力 加 到 系统 的 运动 方程 中 便 得 描述 系统 的 多 自由 度 的 Langevin 方 


程 . 


-2 Man + Filt), i = 1,..…,n 
(4.3.4) 


Ma — = Mik (v1 ,Un ) 


根据 过 程 的 “Markoff” 性 质 , 除了 Langevin 方程 描述 外 , 还 有 描述 体系 的 速度 
分 布 函数 f(v,t) 满足 的 Fokker-Planck 方程 : 


--X 区 (Bi E D (4.3.5) 
式 中 
B;(v) = An) - (E Man LE o) = 2 Mavr (4.3.6) 
而 
ANDAY S (Bilo) + RI) (0) + Fj (P) 


= Bi(v)Bj (v)T 十 Qi;ó(t — t)r (4.3.7) 
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AP, T-U-—1tTS0HB 


i c n (4.3.8) 
lim Anitan, (t) _ Qi; 
作为 一 个 例子 , 我 们 举 出 复 变量 v 的 非 线性 van der Pol 方程 : 
dv "TN | 
4d B(n — vv*)v =T (t) (4.3.9) 
AF, D(t) 为 无 规 力 . 取 极 坐标 v = rei?, 当 r(t) 为 零 时 , (4.3.9) 式 给 出 
T — B(n — r?)r «0 
(4.3.10) 
e 
dt | 
参照 (4.3.4) 和 (4.3.6) 式 , 并 定义 Ma, Bi 为 
My.-—(n-r?), Mer = Mre = Moy = 0 
(4.3.11) 
B, = b(n- r°)r, B,=0 
故 Fokker-Planck 方程 (4.3.5) X 
a. Q[10 Of Í 
ra 0- M LIE 
(4.3.12) 


Q=- f Wa )) d'a dta 


4.3.2 ”激光 场 与 热 库 相互 作用 的 Langevin 方程 
针对 激光 振荡 问题 , 并 参照 图 4.5, 将 包括 激光 场 及 热 库 相互 作用 在 内 的 哈密 
BH CEN 
H = Hr + Hyg 
= -> ħwabl ba + > (A erict + g> hb B} et) (4.3.13) 


ERARE fF EH E BER A IRR T EU. AF B}, B, 分 别 为 热 库 的 产生 与 
HRAT, gà g 为 辐射 场 第 和 个 模式 与 热 库 ho 振子 的 耦合 系数 , 是 唯 象 地 引进 
的 . 由 (4.3.13) AA Heisenberg 运动 方程 (4.2.10) 式 可 得 bt, B], 的 运动 方程 . 对 于 
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单 模 情 形 , 可 略 去 脚 标 “和 ”, 于 是 有 
w = iub! + PS 


dBi 
dt H ib! gue 


(4.3.14) 


注意 到 , 20. E 具有 不 同 的 形式 , 这 是 因为 b 为 Heisenberg 绘 景 中 的 力学 量 , 而 
Bj, 已 经 是 相互 作用 绘 景 中 的 力学 量 了 . 由 (4.3.14) 式 得 


t 
Bİ =i f b (r)g,e Tdr + B? (to) 
" (4.3.15) 


dbf t | . 
Ld t t 2 iw(t—7) 。 * pt iwt 
m = iwob J. b' (T) 1 Ig. |*e dr +i > g B! (to)e 


假定 噪音 起 伏 与 w 无 关 ( 称 之 为 白 噪 音 假 定 ), 即 设 g2 与 w 无 关 , 将 求 和 化 成 积分 ， 
JF g2 = A d, 则 得 . 


` [gu En — : J ei" (t-T)qu = 2xó(t — T) (4.3.16) 
t H 
~ = iuob! — xb! +i gr Ble“ (4.3.17) 
Fi (t) 
同样 有 
F(t) = -i >》 gu Bue 
(LF(O, FEE) = X lgo ([B,, BL) 
= Vg, P = 2xò(t — t") (4.3.18) 
于 是 量子 化 后 的 Langevin 方程 为 
i 
Z = iwobt — xb! + F(t) 
M (4.3.19) 
qr T e — xb + F(t) 


式 中 , F(t) 和 Fi(t) 为 算 符 , 对 易 关 系 (4.3.18) 也 具有 Markoff PEJE (4.3.1) 式 . 
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现 由 (4.3.19) 式 求 场 算 符 bt1,b 的 积分 : 


t 
bt = bt (Q)e ivo —0t + J eio) (t—7) Ft (r)dr 
i (4.3.20) 
b = b(0)e (o 20t + | e vox) P(r)dr 
0 
故 有 


d t 
X ([b, 5*]) 2—2x < [b,b] > + | < [F(t), F! (7)] > etliwo Wt 7) gr 


+ f | ([F(7), Fİ (£)])) e ot) dr = 2x(1— (b, b1])) (4.3.21) 


由 初始 的 《[bo, 古 ]) = 1, 得 

([b, 5])) =1 (4.3.22) 
这 表明 无 规 力 满足 (4.3.18) 式 时 , b, bt 的 对 易 关 系 可 以 像 (4.3.22) 式 那 样 在 对 无 规 
力求 统计 平均 意义 下 得 到 满足 . 


4.3.3 ”原子 体系 与 热 库 相 互 作用 的 Langevin 方程 


参照 激光 场 与 热 浴 相互 作用 的 Langevin 方程 (4.3.19), 我 们 可 在 相互 作用 绘 景 
中 Schrödinger 方程 粒子 数 表 象 (1.6.2) 和 (1.6.3) 式 的 基础 上 求 得 原子 体系 与 热 库 
相互 作用 的 Langevin 方程 . 对 于 开放 的 系统 , 在 ax, al 的 运动 方程 中 应 加 上 阻尼 
及 无 规 力 (Langevin J), 它 反映 热 库 的 影响 , 便 得 到 粒子 数 表 象 中 Langevin 方程 
组 : 


d 
一 一 22 ci (k| H' |n) anet" + Th 

4.3.23) 
da! Yk e ie 
dec oam EVA LP mai et ET, 


又 将 算 子 ax ok 的 对 易 关 系 (1.6.3) 用 求 统计 平均 的 关系 来 替代 , 我 们 用 ( ) 表示 
对 热 库 求 统计 平均 : 


(lak, a]+) = (akal £ aja) = 0 
(la] al al] +) = (atal ta, lal) = 0 (4.3.24) 
(lax al] ) = 一 (aral + ajax ) = Ok 

如 果 在 (4.3.23) 式 中 只 有 阻尼 力 而 不 加 无 规 力 , 则 ax,al 所 满足 的 对 易 关 系 


(4.3.24) 第 三 式 ( 式 中 + 号 分 别 对 应 于 满足 Fermi 分 布 或 Bose 分 布 的 粒子 ) 将 不 
能 成 立 , 只 有 引进 无 规 力 才能 使 (4.3.24) 式 成 立 . 在 Markof 情形 下 , 无 规 力 满足 
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(Lr (0. TEE) = meet —t) (4.3.25) 
现 束 服从 Fermi. 分 布 的 粒子 满足 反对 易 关 系 情形 来 证 明 (4.3.25) 式 . 由 于 


d , 
di (aia) = (anal 十 aid] ) 
= ( (各 一 i/h > (k| H" |n) anert 十 n) 4) 
Yk to... / t 一 iwknt t 
+ c (2 十 i/h > (k|H' |n) ale 十 rt) ) (4.3.26) 


d / t 
di (aja) = ( 一 (aja. RE ajax ) 


-( (各 -ihh (k| H' |n) anet” 23) 


十 (-¥a 十 /h M" (k|H' |n) al e let 十 rt) a) (4.3.27) 


注意 到 
(anat 十 als) = Onk 
则 得 F 
dt (lax, ao- ) = — Yk (las, aj]«) 
十 (Trat + aTi} + (aln. 十 Tja) (4.3.28) 
义 注意 到 
(aT) = (/ dte 3 C (i/h Y (k| H' |n) ape knt 十 nente 
0 TL 
一 f e--35 (t-t) (Te(t) THE) ar (4.3.29) 
0 
在 (4.3.29) 式 的 推导 中 用 了 关系 式 : 
(an(t) THE) ) =0, t»t, nÆk (4.3.30) 


(4.3.30) 式 代表 的 是 因果 关系 , BU an 与 比 它 晚 的 Langevin JAAR. 同样 可 以 


导出 
(nal) - f. e- Ft- ^ (TOTEE) ) af 


Quy = | P ^ (rien. at (4.3.31) 
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由 (4.3.28)—.(4.3.31) XX, 得 


E (las, aj]«) 二 一 oe lass ad) 
t f e m /2(t—t') (Lr (t^), rit). + [Ix (t), ris) dt (4.3.32) 
0 


当 (4.3.25) 式 得 到 满足 时 , EA 
E (lac. ok O14) = — (las (8) aL (OY 4- 


(4.3.33) 
(last) aL (1) 9 1 
对 服从 Bose 分 布 的 对 易 关 系 情 形 , 证 明 相 似 . 
定义 onm = aj, an, 类 似 于 (4.3.27) 式 易 于 计算 出 
Dem (ut mg, scu (n| H' |v) e, "f 
十 " onv (v| H' | m) evt + Tm (4.3.34) 
式 中 
Iam =al, D, +T} an 
对 于 二 能 级 原子 系统 ， 
es — (cz u 8.) 2l i— (oT e«t tec iAet) +r 
w = —iRe Ato, — yo + TT- (4.3.35) 
dot — ,iAwt 十 十 
-ie Oz —yc' +T 
(D (t)* (t)) = 2y lo (t)a* (£)) 6(t — t") (4.3.36) 


(TELTE) -ETE (0) = ( 32) 6*(902(0—:(0)0*(0)6(t—t) — (43.37) 


将 (4.3.35) 式 与 二 能 级 原子 系统 运动 方程 (1.6.16) 比较 , 增加 了 阻尼 项 及 无 规 力 . 
均 来 源 于 与 热 库 的 相互 作用 . 与 Bloch 方程 (1.6.18) 比较 , 则 只 增加 了 无 规 力 . 注 
意 到 Bloch 方程 的 阻尼 项 是 唯 象 引 进 的 , 只 在 引进 无 规 力 后 , 才能 保证 算 子 间 的 对 
A ARR (4.3.2) 仍然 成 立 . 参照 辐射 与 二 能 级 原子 相互 作用 方程 (4.2.10) 及 有 阻尼 
情形 的 Langevin 方程 (4.2.11) 可 写 出 Heisenberg 绘 景 中 二 能 级 原子 与 单 模 场 的 运 
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动 方程 : 
do; 
dt 
do^ 
dt 
dot 
dt 
db 
dt 
db! 
dt 

由 (4.3.38) 式 消去 ot 得 


= -mi(ozx 一 5z) 一 igbfto- +igbot +T, 

= — (iwọ + y2)o  — 2igbo; + T7 

= (iwo — y2)o * + 2igbtos + T+ (4.3.38) 
= —(iw + x)b-igo + F 


= (iw — x)b! — igat + Ft 


bt + (—i(w + wo) +x + 2)b! + (liwo — y2)liw — x) — g?o;) bt 
= — (iwọ — ya) Ft — igr t + Ft (4.3.39) 


— Fi 


4.3.4 辐射 场 的 密度 矩阵 方程 


除了 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 外 , 密度 矩阵 方法 也 是 很 重要 的 . 设 
辐射 场 与 热 库 构成 的 体系 的 密度 矩阵 为 prs, 在 相互 作用 绘 景 中 , 参照 (1.5.10) Ñ, 
pLB 满足 的 运动 方程 为 


Sre = Hr, prp] (4.3.40) 
于 是 有 
ers - 3 | Hs t!), pia(t lat + pre(0) 
代入 上 式 后 得 


.、2 t 
di —— (x. ani) f [Hr (t^), opp (t')]dt + prB(0) 
参照 (4.3.13) xt, 并 令 B, (t) 二 > Boe, 则 得 


Hr — hy (gabj B+ gb BY) (4.3.41) 

入 
对 于 单 模 情形 , 去 掉 对 和 的 求 和 , 将 (5.3.41) RIRA (5.3.40) 式 , 在 初始 时 prs(0) = 
p(0)pp(0)2, Æ t #0 时 , 我 们 也 近似 取 这 个 分 解 041. BI pzp(t) z p(t)ps(0), 因 热 
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库 很 大 , 不 会 因 相互 作用 发 生 大 的 变化 . 将 等 式 两 边 对 热 库 B 求 迹 , 在 通常 情况 下 
[H(t), pLB(0)] 对 热 库 求 迹 后 为 零 , 又 计 及 trp(pBp) = 1,p = trB(pLB), 于 是 有 

m = ([b" p, b] + [b*, pb]) A21 + ([bp, bt] + [b, pb']) A12 

421 — f tre (lg B' (t) B(t)pp)at' = | (P(E P(E)) dt = xn, 
0 0 

Aia = | tzp (Ig? B(t) B' (t')pg at! = J (F(t))F'(t^))di! = x(n, 4-1). (43.42) 
0 0 


AH, x 为 阻尼 系数 , no 为 热 库 光 子 数 . 若 令 (4.3.42) RPR x= 2g) 则 (4.3.42) 式 
即 文献 [1] 中 求 得 的 原子 束 热 库 作用 下 密度 矩阵 运动 方程 ( 见 文献 [1] 中 的 (16.51) 
和 (16.52) 式 ): 

P(t) = -zru (Ib, bf] + [pb, 的) 


Y 


(nw + 1) ([b*, bp] + [pbt , b]) (4.3.43) 


m" 考虑 真空 场 nu "EA n, = 0, 即 考 虑 真空 场 的 起 伏 : 

p(t) = -gg t — bpb? + pbtb — bpb’) (4.3.44) 
在 粒子 数 表 象 中 , (4.3.44) 式 的 对 角 和 矩阵 元 为 

Pan(i) = -55 (PPan — (n+ Ton iei) (4.3.45) 


这 就 是 真空 场 起 伏 对 激光 输出 的 贡献 
4.3.5 ”激光 输出 的 统计 分 布 

现在 应 用 上 面 结果 分 析 激 光 的 统计 分 布 . 先 通 过 解 单 模 激光 振荡 方程 , 研究 激 
光 在 阐 值 附近 谱 宽 的 变化 , 接着 通过 解 Fokker-Planck 研究 激光 输出 的 统计 分 布 .上 
节 已 求 得 单 模 激光 振荡 方程 (4.3.39), 为 了 简化 方程 , 现 作 变换 . 设 b! o pio? pi 


Fieint Q= Lox TU s — us — w, 则 有 
X t yo 


" — . ó^ 
b 十 ( +y i6 2) bt | ( n zr) — a b —F (4346 
X + tid XY2 mim)? : ( ) 


如 采 是 在 闵 值 以 下 , o. 可 用 o. 近似 , 而 bt 也 可 略 去 , 则 (4.3.46) 式 的 解 为 


t —1 
0 X 十 ?2 
2 > (4.3.47) 
1+ —— |- go, 
- «| er | i 
X t y2 +ió(x — 2)/ (x + 72) 
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为 求 得 线 宽 就 需要 求 相关 函数 (bt(t)b(t)), 按 (4.3.47) XX 


t t’ 
(DI(t)b(t’)) =e (et) J / e-&-7)-& (t-r) 
o Jo 


2/、， 21-1 
x (RG)RG)) 区 t9) + TC drdr' (4.3.48) 


注意 到 
FÌ = —(iwo — 49)F! c igP* + Ft, Ft! =iQFt 


; (F'(T)F(T)} g^ (TT ()r(G)) 


ó^ 
(x 4-92) 


(Fi (r)F(r^)) = 2xninó(T — T!) 


(FG) FG) =% f + 


(4.3.49) 
(TT (r)r(r)) = 2y2 N36(7T — 7") | 


将 (4.3.49) 式 代 入 (4.3.48) IÑ, 便 得 


2 


2y3 à 十 x| XNth 十 2g^*» Na 


0 
(X Toy ; eG2-X)t-6) (t > t) 
[222 
(v (t)b(t)) = 
242 f + F XNth + 29° Y2 Na 
02(X — yay? 
(x t v2)? 


eG EX) (7t). (t « t^) 
区 — | GR 
(4.3.50) 


由 (4.3.50) 式 得 知 , 谱 宽 Aw — Reg, 输出 功率 已 为 


22 (+) XNth + 29° ^ N 
Y2 (x + y2)? th 24173 
ô? (X 一 S) 

(x+y)? A 
(4.3.51) 式 中 Au 与 输出 功率 P 之 间 的 反比 关系 , 正 是 激光 振荡 输出 很 重要 的 关系 
之 一 , 最 早 由 Schawlow 与 Townes”! 给 出 . IQERR ENFRENTAN ERS 
情形 , 所 得 的 结果 与 半 经 典 理 论 基 本 一 致 . 

根据 相关 函数 (4.3.50) 式 , 不 但 可 求 出 谱 宽 , 而 且 可 求 出 线 型 . 这 是 因为 除了 
elt 振荡 的 模式 外 , 还 包含 许多 邻近 的 模式 : 


P = 2xhw (v! (t)b(t)) = 2 xhw (4.3.51) 


(6 to) + 


b! (t) = roe? ttielt) (4.3.52) 
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热 库 与 原子 系统 都 是 许多 独立 的 系统 , 它们 对 激光 模式 的 相位 影响 可 表示 为 
0) = $ p(t) (4.3.53) 
Pult) 是 彼此 独立 的 , 故 有 
(bt(#)b(0)) = (reiten ~ roe t TT (gie (0) 


H 


~ r2el "t lI t +i(pp(t)) 一 > TO 


H 


因 (pu) = 0, (Pupv) =0, 3 p v, 


(b! (£)b(0)) ~ r2eif2te 一 多 Yi) us r2ci?to- 3 (990) (4.3.54) 
按 扩散 关系 3 ((p — vo?) e Aut, 故 有 
(b! (£)b(0)) ~ rael ?t- Aet (4.3.55) 


(4.3.55) 式 表 明 阐 值 以 下 的 线 型 属 自发 辐射 的 Lorentz £878. fEBUH8 UA En tisut 
较 大 的 变化 , 现 作 一 简化 讨论 . 在 不 计 及 无 规 力 并 且 考 虑 稳 态 情况 下 , 可 在 (4.3.46) 
式 中 令 bi = bt = F} = 0， 因 os 按 定义 即 反 转 粒子 数 A 的 一 半 , 参照 4 的 稳 
态 解 (4.1.19) 和 (4.1.18) 5X, A = Ao(1 — 2T1R), 而 R x (b^b), 故 可 将 o, 表示 为 
一 C2(b+b)/g?. 于 是 有 稳 态 解 为 
po cl — g*à echo =o (4.3.56) 
| QW 7 T 

即 


b —0, CI 时 | = 4925; — xoa ( 十 (4.3.57) 


Xt z) 
由 (4.3.57) 式 看 出 , 当 根 号 内 为 负数 时 , 亦 即 在 阔 值 以 下 时 , 不 存在 不 为 0 的 稳 态 
解 , 即 b! = 0. 只 有 在 阐 值 以 上 时 才 有 | 时 | 关 0. 将 [6| 对 ou, 即 粒子 数 反 转 作 图 
(图 4.6), A MART, 由 0 至 4 一 般 为 阔 值 以 下 的 阻尼 振 葛 . 高 于 阔 值 时 , 便 实现 
了 稳 态 振荡 , 即 图 中 AB 曲线 所 表示 的 . 在 OA 段 振幅 与 相位 均 可 以 起 伏 ; 在 AB 
段 有 起 伏 的 主要 是 相位 . 对 于 前 一 种 情况 , 我 们 有 

[Cot (£)6(0)) | ~ r2e- 859^ (5e*] (4.3.58) 
对 于 后 一 种 情况 , 我 们 有 


(bt(t)b(0))| z rae $(59^* (4.3.59) 
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Du 


0 9 9, 


图 4.6“” 稳 态 解 振 幅 | 全 | 随时 间 c. 变化 的 曲线 


AF, Ap", A 分 别 为 振幅 及 相位 起 伏 . 若 这 两 种 起 伏 的 均值 相等 (Aun)? = (Aq)? 
则 由 (4.3.56) 和 (4.3.57) 式 可 看 出 , 阻尼 解 的 谱 宽 应 是 稳 态 解 谱 宽 的 两 倍 . 

为 得 出 当 光 和 泵 功率 逐渐 加 大 , 因而 反 转 粒子 数 密度 o, 也 逐渐 增加 ,由 阐 值 下 
TERRELL, 谱 宽 逐渐 变化 的 解 . 我 们 解 经 典 的 Langevin 方程 及 Fokker-Planck 
方程 , 即 前 面 的 (4.3.9) 和 (4.3.12) 式 . 在 目前 的 情况 下 , 略 去 Langevin 方程 (4.3.46) 
式 中 二 次 微分 项 bt, 并 将 算 符 换 成 可 易 的 量 w 于 是 可 得 出 u 的 运动 方程 : 


—u — B(n — u*uju = T (4.3.60) 


AP an 为 光 泵 参数 . 令 u= re-i?, 则 由 (4.3.60) 及 (4.3.12) 式 得 Fokker-Planck 方 
Ri 


OW BO say fr6N 18W 
atrae- Aew iaa) a) D 


将 (4.3.61) 式 取 规 一 化 变量 : 


P= lón $= 50t, a= ffa (4.3.62) 


为 方便 起 见 , 仍 用 r,t 表示 f t, 则 (4.3.61) 式 可 写 为 


OW 10 ,,5 scu 19 (,0WYN, 10"W 
ót tag We rr W= ir "Br r2 0? 


(4.3.63) 
该 式 的 稳 态 解 为 dil -0, 设 d - 0, 则 得 


N ra r2 1 99 r4 r2 
W (r^) = axe 577, N -| re 4 **7 dr (4.3.64) 


wird enn Dalk hean er QU TUE oem eua TA Me iNOS t i INTRA NAH ver HEC PASSI TUS EO oe ee t me m m PT te eH t tto e Ut UTR oet 0t B 


Ode von PET votar 
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稳 态 解 W(7r) 随 光 子规 一 化 强度 元 = c? 的 变化 曲线 如 图 4.7 所 示 . 当 a 由 —2,0,3 
增 至 6 时, W(7) 的 峰值 已 由 + = 0 移 至 > 尖 0, 远离 中 心 的 地 方 . 利用 稳 态 解 (4.3.64) 
XX, 可 求 得 光子 计数 率 . 在 dt 时 间 内 测量 到 一 个 光子 的 概率 p(1, dt, t) 应 与 光 强 成 
正比 , 即 

p(1, dt,t) = al(t)dt (4.3.65) 


在 了 时 间 内 测量 到 个 光子 的 概率 p(n, T,t) 由 Possion 分 布 给 出 
p(n, T,t) = ~ (aT I)"e-eT! (4.3.66) 


将 (4.3.66) 式 用 W(I)dI 分 布 概率 乘 , 经 积分 得 出 在 工时 测量 到 n 个 光子 的 概率 : 


p(n, T) = i (T^ -erw (1)dl | (4.3.67) 


图 4.8 给 出 由 非 线 性 振荡 Fokker-Planck 方程 的 稳 态 解 (4.3.64) 和 (4.3.67) 式 计算 
得 到 的 p(n, T), 与 实验 结果 比较 是 很 符合 的 ; 还 给 出 了 按 Poisson 分 布 计算 的 光子 
数 分 布 , 与 实验 结果 比较 偏离 很 大 . 

解 非 定 态 方程 (4.3.63), 还 能 得 出 谱 线 变 窄 因子 ala), WRASSE a 的 变化 曲 
£k ( 见 图 4.9), 当 a 由 —10 增 至 10 时 , o(a) 由 2 变 至 1, 与 (4.3.52) 和 (4.3.53) 式 
相符 . 


图 4.7 稳 态 解 W (r) E 元 变化 的 曲线 
参见 文献 [2] 
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图 4.8 p(n,t) 随 nn 变化 的 曲线 
参见 文献 [2] 
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E49 谱 线 变 窗 因子 ala) 随 泵 浦 参量 a 的 变化 曲线 
参见 文献 [2] 


4.4 ”降低 激光 泵 浦 的 量子 噪音 


影响 激光 振荡 输出 的 光 强 起 伏 的 因素 很 多 , 其 中 泵 浦 的 量子 噪音 是 很 重要 的 因 
素 之 一 . 过 去 对 泵 浦 抽 运 主要 是 用 Poisson 分 布 来 描述 , 近年 来 已 认识 到 , 如 果 采 用 
规则 抽 运 的 话 ， 可 能 实现 噪音 水 平 比 Poisson 分 布 为 低 的 亚 Poisson 分 布 . 实际 考察 
了 各 种 抽 运 方案 后 , 情况 就 变 得 更 复杂 . 在 这 一 节 我 们 首先 讨论 规则 泵 浦 抽 运 , 然 
后 讨论 一 般 的 泵 浦 抽 运 . 
4.4.1 ”规则 泵 浦 抽 运 


有 很 多 文章 10912] 研究 了 如 何 减 少 泵 浦 量子 噪音 , 从 而 降低 输出 光 强 的 起 伏 . 
Golubev 与 Sokolov [13] 己 经 证 明 ， 有 规 泵 浦 抽 运 将 导致 光 的 亚 Possion 统计 分 布 ; 
这 时 光 强 的 起 伏 将 低 于 散 粒 噪音 水 平 . 但 在 他 们 的 分 析 中 假定 密度 矩阵 u 是 个 小 
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量 , 采用 了 nl + wu) z u-— w?/2 近似. 这 一 节 , 我 们 将 给 出 这 一 问题 的 准确 解 ,不 
需 假 定 密度 矩阵 u 是 个 小 量 UU. Golubev 与 Sokolov 的 模型 是 这 样 的 , 设 t 时刻 
辐射 场 的 密度 窍 阵 为 p(t), 在 与 处 于 激发 态 的 单个 原子 作用 At 时 后 , 密度 矩阵 发 
ÆT up(t) 的 变化 , 即 


p(t + At) = (1 + u)p(t) (4.4.1) 
FE At 时 间 内 场 与 ”个 激发 态 原 子 作 用 , 则 有 
p(t + At) = (1 + u)"p(t) (4.4.2) 


我 们 假定 了 各 个 原子 是 在 相继 地 与 场 相互 作用 . FRECA, 即 上 述 ”不 是 确 
定 的 值 , 而 是 服从 Poisson 统计 分 布 , 则 在 At 时 间 内 有 个 原子 被 抽 运 到 激发 态 
的 概率 为 e (rat) /n!. 则 应 将 这 概率 乘 (4.4.2) 式 右 端 , 并 对 m 求 和 , 便 得 


plt + At) = Ye LER (1 + urote) = orato) (4.4.3) 


TL 


对 t 进行 微分 , 便 得 


p(t) = rup (4.4.4) 
若 将 辐射 场 模式 在 腔 内 的 损耗 包括 进去 , 便 得 
p = rup + Ap ` (4.4.5) 


若 光 泵 浦 抽 运 原子 数 不 是 按 Poisson 分 布 那样 随机 抽 运 , 而 是 有 规则 的 抽 运 , 在 At 
时 抽 运 的 原子 数 ”为 一 确定 的 值 就 是 抽 运 率 7 与 抽 运 时 间 Al 之 积 , BU n= rAt. 
代入 (4.4.2) 式 , 并 对 t 微分 , 便 得 | 
p — rln(1-4 u)p4- Ap (4.4.6) 
在 光子 数 表象 , 密度 矩阵 算 子 up 与 阻尼 算 子 Ap 可 参照 (4.3.45) 式 写 为 
Upn = Dn—1 — Pn 
Apn = C(—nps + (n + 1)pna1) 


RH, C = v/Q, 即 腔 的 损耗 引起 的 线 宽 . 采用 下 降 算 子 don = p.a, 则 方程 (4.4.7) 
第 一 式 可 写 为 


(4.4.7) 


uy, = (d — 1)pn (44.8) 
重复 地 应 用 这 一 关系 , 便 得 


(4.4.9) 
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首先 , 我 们 暂 不 考虑 腔 的 阻尼 项 , 于 是 在 光子 表象 中 的 (4.4.6) 式 可 写 为 


pn = rln(1 + u)pn (4.4.10) 
我 们 引进 os (0). 的 生成 函数 : 
2 pn(t = Go(z,t) (4.4.11) 
于 是 有 
` z"dp, = ` Z” Pn-1 = zGo(z,t) 
í aa (4.4.12) 
»» z^qm pn = ` Z” Dnm = 2” Go(z, t) 
将 (4.4.10) RH z^ R, 并 对 n 求 和 , 得 到 
Z Goli) — r i pn (t 
=r X (1) ^X pn(t) 
m 二 1 
=r >》 (-1) RD i m A7 ps (t) 
m-—1 
= rln zGo(z, t) (4.4.13) 
满足 初 值 条 件 Go(z,0) = 1 的 (4.4.13) 式 的 解 为 
Go(z,t) = erlnzt = rt (4.4.14) 


es Go(z, t), TIRADE FRETA (no 及 光子 数 方差 《An)20= 
(n?) 一 n)o; BẸ 


(n)g = < = rt (4.4.15) 
2 
(n(n 一 1))0 = | = rt(rt — 1) (4.4.16) 
亦 即 光子 数 方差 为 
((An)?), = (n?), — (n); =0 (4.4.17) 


实际 上 , 还 成 立 更 一 般 的 关系 : 


(n™o— (njo 20 m212,3,-- (4.4.18) 
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现在 将 腔 的 阻尼 项 Ao 包括 到 (4.4.6) 式 中 去 , 便 得 
pn — rln(1-F u)p, 4- C(—npqs + (n + 1)p541) (4.4.19) 


同样 引进 生成 函数 G(2z, t): 


G(z,t) = > z” pr(t) (4.4.20) 
同样 可 导出 生成 函数 所 满足 的 方程 : 
一 (r lnz + C(1— 25) G (4.4.21) 
或 与 成 
(a «06-05 mere (4.4.22) 
故 有 -| 
G(zo,t) = Go(z0) exp (sf — az) (4.4.23) 
式 中 , zo = 1+ (z— le n = r/C. WER t= 0, 光子 数 为 (no, 很 明显 
(n)y = UM 且 Go(1) = 1, I t> 0 时 的 平均 光子 数 为 
iny = 2C) 
Oz |, 
OGo(Zo) cu 1 G x» (5 ”nz d 
[e&t ua emen (sf re]. 
= (n)ge €* + n(1— e €t) (4.4.24) 
1 | * ní(1 —Ct 1 —2Ct 
(nn = D) = gazla =P = 6790) + (nln ~ Doe 
+A(1 — e72") (n), e7 — 50 — e70) (4.4.25) 
方程 (4.4.25) 式 可 写 为 
(n?) = (n)? - (n9), = (je? 
+ (1-— cos (^ + (n)g e-et) (4.4.26) 


B 


当 Ct 一 oo 时 , 方程 (4.4.26) 式 给 出 (n2) — (n)! 5 n/2 5 -— e . 这 结 MP 
Sokolov 求 得 的 一 致 . 光子 数 方差 比 Poisson ME: Æ (n?) 一 — (n) 
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下 降 了 一 半 , 这 结果 也 表明 Golubev 和 Sokolov 采用 的 近似 In(1 +u) x & u— u^/2 JF 
未 影响 到 光子 数 方差 ((An)?). 这 是 因为 有 等 式 


(z — 1)* 


z—1- 
ð nz ð ( 2 Ji: - -5 (4.4.27) 


Ozz— 715 Oz 
从 推导 中 可 看 出 , 近似 In(1 7 u) e u — 2/2 还 未 影响 方差 . 但 这 个 近似 会 影响 高 阶 
方差 的 , 例如 三 阶 方差 . 这 是 因为 


2 一 工 


(z - 1) 
2I inz | s: Bi — E Ji (4.4.28) 
经 过 复杂 计算 , 当 Ct > 1 情况 下 , 我 们 得 出 
An — n — (n) 
((An)*) = E (近似 解 ) 
((Am)3) = - 2 一 ul (准确 解 ) (4.4.29) 


4.4.2 ”一 般 泵 浦 抽 运 

除了 上 述 规则 泵 浦 抽 运 外 , 还 有 一 般 泵 浦 抽 运 05. 这 可 由 方程 (4.4.5) 式 的 直 
接 推广 得 出 . 方程 (4.4.5) 描述 了 泵 浦 抽 运 按 Poisson 分 布 再 加 上 腔 的 阻尼 项 Ap. 
方程 (4.4.5) 的 推广 是 


dp; 
E = poļu — uiu? + pzu? +- --)Pn + Apn (4.4.30) 


前 一 项 仍 描述 泵 浦 抽 运 , 但 不 是 按 Poisson 分 布 , 我 们 称 这 样 的 过 程 为 一 般 过 程 . 当 
一 /2 一 …: 一 0 时 ， 一 般 过 程 便 退化 为 熟知 的 Markov 过 程 . 这 时 ， 车 暂 不 讨论 腔 
的 阻尼 项 Ap, 则 有 
Pn = Houpn = Ho(pn-1 — pn) (4.4.31) 
因为 对 于 一 般 的 Markov 过 程 来 说 , 在 时 间 间 隔 t — t+ At 内 , 光子 产生 的 概率 
Px At, 但 与 及 t XX, 即 


P(n — n 4 1) = AAt (4.4.32) 


MU 
pn (t + At) = p. (t)(1 — AAt) + ps 1A At (4.4.33) 
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当 At 一 0 时 , 求 极 限 , 我 们 得 
Coal — xp, 的 一 pn() = Aupa (t) (4.4.34) 
(4.4.34) IBẸ (4.4.31) XX. 
对 于 一 般 过 程 , 在 t > t+ At 时 间 内 产生 的 光子 数 不 仅 与 A 有 关 , 还 与 mt 
AR, 与 系统 曾经 历 过 的 历史 pn_1, pn_2,… AR. 这 就 意味 着 (4.4.34) 式 中 的 A 
不 是 常数 . 比较 (4.4.34) 5 (4.4.30) 式 得 


à = po(1 — piu + uzu? — ---) (4.4.35) 


现 求解 (4.4.30) 式 , 先 去 掉 阻 尼 项 Apn, 并 注意 到 下 降 算 子 u 可 表示 为 通过 下 降 算 
Y d3Xm,Hlu-d-1i, 于 是 有 


WaW — o [(d — 1) — a (d - 1)? + pld- 1)? — ---] ps (o (4.4.36) 
同样 引进 生成 函数 
Go(z,t) = X z"p«(t) (4.4.3) 
像 上 面 一 样 得 出 生成 函数 的 微分 方程 : 
OGo(z, t) 


p; 5 [2 1) - iG - D* +] Go f) 


Go(z,t) = exp TA Ho [(z — 1) 2 pi(z—1) + ar) (4.4.38) 


该 式 表明 在 t= 0 时 , Go(z,0) = 1, 参照 (4.4.37) XX, 即 po(0) = 1,pn(0) = 0,m > 1. 
借助 于 生成 函数 , 可 求 出 


(ho = = f molat (4.4.39) 
2 t 2 t 
inn — D= Ss = (f moa) —2 f romar (4.4.40) 
方差 为 , 
((An)^) = (n*), — (n), = J uo(l — 2u41)dt 2 0 (4.4.41) 
由 此 得 | 


po(1 — 211) 2 0 


对 uo > 0 的 情形 , 我 们 有 
(4.4.42) 


N| 一 
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现 将 腔 的 阻尼 Ap, = C(—np, + (n + 1)pn+1) E (4.4.36) 式 中 去 , 便 得 


< -~ = uo(u — uu? + usu? — - - -)Pn + C(—npq + (n + 1)ps41) (4.4.43) 
AF, C 表示 谐振 腔 的 线 宽 . 对 应 于 (4.4.43) 式 的 生成 函数 G(z,t) 满足 的 微分 方程 


0 


zte- Dz AT t) = po |(z ^ 1) — m (z — 1? + us(2 — 1? — ---] G(z, t) 


(4.4.44) 
(4.4.44) 式 的 解 可 直接 写 为 


G(z,t) = Go(zo) exp INC — a(z — 1) + a3(z — 1)2— -- Jaz} (4.4.45) 


式 中 ， 
zo = 1+ (z 一 1)je € 
m1 A , (4.4.46) 
Um = Sen | eC *U* ions dt"; m — 0,1, 
73 po, opa, 为 常数 时 , 令 
Q0 = "i =ñ, Q1 二 E = nii, "5. Qm, 一 T = naum (4.4.47) 
代入 (4.4.45) 式 便 得 
G(z,t) — Go(zo) exp taf yas \ 
p(z) 2 1—u(z—1)-* p(z - 1)? — 
由 (4.4.48) 式 可 计算 出 平均 值 : 
(n) = | = = (n)oe :+N(l—e Ct) (4.4.49) 


2 
(nn = D) S. — a — e7 C n) - p) 


et) 
+ (n(n = 1); e 77" + n(1 — e77*) (n) e ^" 
及 方差 : 
(An^) = (n) - 


一 -?€t R(1—e-C5(n(1—u)-- (n)ge-€5) (4.4.50) 
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当 Ct x 1 时 , 由 (4.4.49) 和 (4.4.50) RA 
(n) 2n 
((An)?) = (n?) — (n) 2 n(1— m) 


该 式 表 明 考 虑 腔 的 阻尼 后 , 方差 ((An)?) 将 比 Poisson 分 布 的 方差 降低 一 因子 (1 — 
pi). 如 果 将 腔 的 阻尼 去 掉 , 像 (4.4.41) 式 所 表示 的 方差 比 Poisson 分 布 方差 降低 一 
因子 (1 一 24), BH 


(4.4.51) 


((An)^) 2 n(1— 214) (4.4.52) 


仔细 研究 激光 振荡 的 全 量子 理论 , 可 看 出 对 激光 输出 的 噪音 作出 贡献 的 主要 
有 和 泵 浦 噪音 、 自 发 辐射 及 真空 起 伏 . 后 者 通过 腔 的 阻尼 项 hp,, 体现 出 来 , 而 泵 浦 噪 
音 则 是 jy(z) 来 体现 . 我 们 上 面 的 做 法 , 实际 上 是 先 处 理 u2), 然后 再 加 上 空 起 伏 
Apn, 并 引进 参数 C， 对 于 原子 与 辐射 场 系 统 , 若 原子 被 抽 运 到 激发 态 有 一 起 伏 
Am = m — (m), 则 必然 反映 到 产生 的 光子 数 起 伏 An HK, MUR 


An= Am, ((An))- ((Am)’) (4.4.53) 


以 三 能 级 系统 为 例 ( 见 图 4.10), 跃迁 到 激发 态 的 概率 p 与 由 激发 态 回 到 基态 的 概 
Xq ZEX 


p  fisPBis + pi2Bi2 _ N2 


— 4.4.54 
q A12 + p12 B21 Nı ( ) 
图 4.10 三 能 级 系统 
WA N: N 
p 2 : (4.4.55) 


NN 4 NN 
n — Ni c Na 个 原子 , m 处 于 激发 态 , n — m 处 于 基态 的 概率 , 服从 二 项 式 分 布 : 


pn(m) = A (4.4.56) 
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由 此 给 出 
(m) = np 
(m(m — 1)) = n(n — 1)p? asn 
((An)?) = (m) (1 — p) 
(m(m — Dm - 2)) = n(n — 1)(n — 2)p? 

KC EIER 2908221, ,, 00, ,, 90... 相对 应 , 便 能 定 出 参数 uom, 


12，,…. 为 了 求 方差 , 比较 ((Am)?) = (m) (1—p) 与 (4.4.52) 式 , 得 m = p/2. 对 于 三 
能 级 系统 来 说 , 当 处 于 阔 值 以 下 时 , 因 Na « (Ni + Na),ma = p/2 « 1, 故 ((Am)2) 
接近 于 Poisson 分 布 (m). GEBELER, RITE N > NM = p/2 2 1/4, I 
有 光子 噪音 下 降 因 子 1 一 为 1/2«1— y « 3/4( 包 含 真空 起 伏 ). 类 似 地 对 于 图 
4.11 所 示 的 四 能 级 系统 ,Ni = 0,p = < 1,q e 1, 故 基 本 上 是 


3 — Ll 
Nı + N3 ? IN1 + N3 
Poisson 分 布 . 


图 4.11 四 能 级 系统 


4.5 h Maser 的 量子 模式 理论 


基于 规则 原子 注入 模型 , 导出 量子 化 的 辐射 场 的 密度 矩阵 p 的 主 方程 . 对 Laser 
情形 , 可 解析 求 得 主 方程 的 稳 态 解 . 但 在 Maser 情形 , 这 些 稳 态 解 中 有 时 表现 出 非 
物理 的 “ 负 概 率 分 布 ”[19. 另 一 方面 , 无 损耗 腔 的 量子 模式 理论 表明 , 当 满 足 条 件 
gr x = qu, q 为 整数 , 存在 一 种 瓶颈 态 OS. 对 有 损耗 腔 , 辐射 场 的 密度 矩阵 变化 
一 般 采 用 分 步 表 示 , 即 pf (t+1) = exp(Ltp)F(tin)py (t) ET. RE py(ti) 代表 场 的 
初始 分 布 , tin 为 注入 原子 在 腔 内 停留 并 与 其 相互 作用 的 时 间 , Fin) 代表 相互 作用 
的 影响 ; 如 为 原子 已 飞 出 腔 , 仅 有 损耗 exp(Ltp), H tp o» tin, tp = taa — ti — tin e 
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ht 在 原子 与 场 相互 作用 时 间 如 内 , 腔 的 损耗 已 被 忽略 掉 , 这 就 是 分 步 模式 
理论 . 故 分 步 模式 是 一 种 tp ts, 忽略 在 tn 时 间 的 损耗 的 近似 的 模式 理论 若 在 
hu 内 损耗 较 大 , 这 种 近似 模式 理论 也 是 不 适用 的 . 它 与 主 方程 的 关系 为 ， 若 假定 
D 粗 料 近似 人 ~ S: O 在场 与 原子 相互 作用 时 间 如 内 , 原子 的 增益 与 腔 的 损 
耗 为 独立 的 可 易 的 (实际 上 是 不 可 易 的 ) 便 可 由 分 步 法 得 出 主 方程 

我 们 的 工作 证 明了 pl 前 面 主 方程 法 所 遇 到 的 “光子 负 概 率 分 布 ”困难 是 可 以 
克服 的 , 只 需 注 意 到 稳 态 模式 的 存在 要 求 注入 率 r 与 损耗 系数 y 之 间 应 满足 一 定 
的 条 件 , 即 增益 大 于 损耗 . 若 不 满足 此 条 件 , 实际 上 也 不 存在 物理 上 的 稳 态 解 这 就 
是 出 现 非 物理 的 “ 负 光子 概率 分 布 ” 的 情形 ， 基 于 这 样 理解 ， 我们 重新 给 出 了 附加 
阔 值 的 微 腔 量子 模式 定义 , 并 分 析 了 它 的 稳定 性 以 及 与 分 步 模式 之 间 的 比较 


4.5.1 Maser 情形 密度 和 矩阵 主 方 程 的 稳 态 解 
应 用 规则 原子 注入 泵 浦 模 型 , 量子 场 的 密度 矩阵 p 的 主 方程 即 (4.4.6) R 


p-—rln(l-u)p-- Lp 
式 中 算 子 u 作用 在 p, 在 光子 数 表 象 中 的 矩阵 元 U9); 
(n| up |n) = —an+1(T)Pn 十 an(7)on-1 (4.5.1) 
对 Maser 来 说 , 系数 an 为 相互 作用 时 间 r 的 实 函数 : 
an(T) = sin? (gryn) (4.5.2) 
SET Lp 为 腔 的 损耗 , 可 表示 为 


(n| Lp |n) = y[-npn + (n+ pas (4.5.3) 


式 中 y 即 光子 的 损耗 系数 . 将 主 方程 在 光子 数 态 中 表示 出 来 nl 


Pn = — An + An-1 + y[7nps + (n + 1)Pn+1] (4.5.4) 


式 中 An 由 下 式 给 出 


n n n+1 
ai 
An =- m > ln(1 一 4.5.5 
P3L » n(1 — agp41) 也 "REX ( ) 


ixk--1 


(4.5.4) 式 的 稳 态 解 为 
Ynpn = An_1 (4.5.6) 
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应 用 (4.5.6) 式 进行 数值 计算 . 我 们 得 出 当 参 数 r/y = 50, gr = 2.1r/V50, 即 文献 
[16] 给 出 的 “ 负 概 率 分 布 ”已 重新 在 图 4.12(a) 中 示 出 . 但 是 我 们 也 看 到 x/y 比值 增 
加 的 话 , 这 “ 负 概 率 分 布 ” 就 不 再 出 现 . 图 4.12(b)~ 图 4.12(c) RE r/y = 100,150 
的 pn 分 布 曲线 , 就 趋向 于 非 负 的 概率 分 布 . 在 对 这 一 趋势 的 物理 意义 进行 分 析 之 
前 , 我 们 可 将 方程 (4.5.6) 表示 为 


`^ CnmPm = —Vfn (4.5.7) 


m=0 


AP v BI y/r, cnm 由 下 式 定 义 : 


n n+1 
1 Qi 
1l - 4.5. 
Cnm =- 2 In(1 — ak+1) H X ani (4.5.8) 
m iz k-4-1 
400.0 0.4 0.25 
200.0 0.3 0.20 
0.2 0.15 
a 0.0 x 
0.1 0.10 
—200.0 
0.0 0.05 
740005710 20 30 40 50 9-10 20 30 40 50 0.00 10 20 30 40 50 
TL n TL 
(a) (b) (c) 
(a)e-(c) 对 应 的 参数 为 gr = 2.1x/ /50. v^! = r/y = 50,100, 150 
图 4.12 用 规则 原子 注入 泵 浦 微 激 光 的 光子 数 密度 分 布 曲 线 pn 
取 自 文献 [20] 
而 (4.5.7) 式 可 重新 写成 矩阵 形式 : 
V pi — C10p0 
C31 V 0 p2 一 C2000 
C31 C32 V P3 | = | —c30P0 (4.5.9) 
Cni Cn2 ^^" Cnomn-1 V Pn — Cn0 pO 
解 方程 (4.5.9), 我 们 导出 光子 分 布 密度 oj 用 po 来 表示 : 
Pı = — —C10p0 
V 


1 
p2 = 了 (一 xcoo 十 €21C10)p0 


45 W Maser 的 量子 模式 理论 . 107 . 


1 
ps = 了 (一 “ca0 十 V(C31C10 十 C32C20) — C32C21C10)p0 


V — C10 
po| cl v 0 一 c20 
pn = — 
V 
Cni  Cn2 ttt — Cno 
= » (一 vcno 十 … 十 (71)e5,n-1€n—1,n-2; 7 ^. C10) (4.5.10) 


很 明显 , 当 v — 0, 方程 (4.5.10) 给 出 


— po 
Pı = ——0C10 
V 
_ PO 
p2 一， 22110 (4.5.11) 
Pn 一 (—1)2 e, n 1€n 1-2; '"*,C10 
LU 
由 方程 (4.5.8) 我 们 得 
ckk-1 = — ln(1 — a) < 0 (4.5.12) 


k 
因此 在 v 一 0 情形 下 , p1, pp. 是 非 负 的 . 但 是 当 损耗 与 增益 比 v = y/r 18 
加 时 , 由 方程 (4.5.10) 确定 的 o, 的 非 负 性 质 有 可 能 被 破坏 . 这 意味 着 物理 上 的 稳 
态 解 只 有 在 满足 阔 值 条 件 v < xn 情况 下 才能 实现 . 这 阐 值 可 通过 令 pn = 0 解 代 
数 方程 求 得 . 例如 , gr = n/VA4, 使 得 p, > 0,n = 2,…:13 KBEN 1.22,0.471 + 
10.088, 0.556, 0.192, 0.094, 0.186, 0.089, 0.185, 0.084, 0.185,0.079,0.185, 其 中 最 小 的 即 


0.8 0.5 0.5 
0.6 0.4 0.4 
0.3 0.3 
0.4 
IN a 02 a 02 
0.2 
0.1 0.1 
0.0 0.0 0.0 
—0.2 


024 6 8101214 343 $1014. 34$ 8 1012 14 
(a) (b) (c) 
(a)e-(c) 对 应 的 参数 为 gr = 2.1x/4/50.v-! = r/y = 10.5, 12,13 
图 4.13 ”用 规则 原子 注入 有 泵 浦 微 激光 的 光子 数 密度 分 布 曲线 pn 
取 自 文献 [20] 
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zh = 0.079. 图 4.13(a)~(c) S BER rn 附近 按 (4.5.6) 式 算得 光子 密度 pm 分 
布 . 这 些 分 布 曲线 表明 只 有 > < wa, pn 的 非 负 性 质 就 能 得 到 保证 . 还 注意 到 共 斩 
复 根 0.471 土 i0.088 意味 着 ps TE. > 0, 使 p3 < 0 的 实 参 数 > = 7y/r 是 不 存在 的 . 


4.5.2. ” 微 腔 的 量子 模 理 论 


基于 上 面 的 讨论 , 我 们 可 定义 有 损耗 情形 的 微 腔 的 量子 模 为 , CD 满足 量子 条 件 
gTVN = qu, q 为 整数 ; (2) WEBERI v < wp, 而 且 是 主 方程 (4.5.6) 的 稳 态 解 . 
一 般 地 , 动力 方程 (4.5.4) 的 特征 解 可 取 p x ex 形式 , 于 是 有 

dpn 


dt = ADn = £n — Én—1, n=0,1,.…,N (4.5.13) 


En = (n l)vpsai + >》 Cnrimpm (4.5.14) 
m=0 
AP Crti,m = (n + 1)cnyi,m, 代入 参数 orVN = ar 到 方程 (4.5.2),(4.5.8),(4.5.14) 
中 , 我 们 得 到 an = 0,Cwm =0,m = 0,1, --, N- 1; H£& =0, n> N —1. W 
此 不 为 零 的 矩阵 元 即 po, p1, - ,pnw_1, 量子 模 的 指标 可 记 为 (q, N), 将 方程 (4.5.13) 
重新 写 为 
dpo 


d; 二 Apo 二 一 5 


q ^-8-6 (4.5.15) 


— = ApwN-j = —ÉN-2 


应 用 (4.5.15) 式 作 模 式 的 稳定 性 分 析 , 得 出 结果 为 稳 态 模式 即使 有 起 伏 pm, 也 是 
暂时 的 , 会 随时 间 的 增长 而 消失 . 

应 用 上 述 解 代数 方程 (4.5.10) 的 方法 , 可 求 n 模 (1, N) 和 2x 模 (2, N) B1) 48 
wh 随 N 而 变化 的 曲线 , 如 图 4.14 所 示 . 在 曲线 (1, N) 和 (2, N) 上 面 的 区 域 为 稳 态 
模 区 域 . 图 4.15 示 出 固定 N = 50, 而 vt =7/y = 120, 120 x 10, 120 x 10, 120 x 10 
光子 的 分 布 密度 ， 有 意思 的 是 当 v 愈 高 愈 接近 于 Fock d. 


4.5.3 ”在 阅 值 附近 微 腔 量子 模 主 方程 解 与 分 步 模式 解 的 偏差 


将 通过 数值 计算 比较 上 面 定 义 的 由 主 方程 所 确定 的 量子 模式 与 用 分 步 迭 代 法 
得 出 的 分 步 模式 间 的 偏差 . 分 步 迭 代 式 为 


pu (t + 1/r) = e7 `^ m (1—e7?/')r,, (4.5.16) 


A nl(m — n)! 
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Im = (1 — am+1)Pm(t) + ampm-1(t) (4.5.17) 


初 值 条 件 为 pn(0) = 65,0, 迭代 到 2000 次 , 结果 如 图 4.16 所 示 . 主 方程 解 ( 实 线 ) 与 
A ZEXRAAEE (点 线 ) 的 比较 . 24 N = 14,v = 13(B]f8),16, 最 大 偏差 分 别 为 29%,7%: 
当 N = 50,v = 100(1/48),120, 最 大 偏差 为 0.9% ,0.2%. 这 些 结果 表明 当 N 较 大 时 
偏差 是 不 大 的 . 


400.0 


300.0 


100.0 


0 
10 30 50 70 90 110 


图 4.14 n BE (1, N), 2r 模 (2, N) WBE xn BE N 的 变化 曲线 
4 为 工 模 , 国 为 2r 模 


取 自 文献 [20] 


图 4.15 x HE (1, N), 24 N —50,v^! = r/y = 120,120 x 10, 120 x 102， 


120 x 10? 的 规则 数 密度 分 布 曲线 
图 中 实 线 , 虚线 , 点 线 , 点 划 线 所 示 v1 数值 由 小 到 大 


取 自 文献 [20] 
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0.20 
0.30 
0.3 0.25 0.15 0.15 
> 0.20 
a 0- 3 = 0.10 
> 0.115 ~ 0.10 
0.10 
0.1 0.05 0.05 
0.05 
0.077; 51, 0007—— 0.00 0.00 
02406 8101214 02406 8101214 0 10 20 3040 50 9.005715 20 30 40 50 
N N N 
(a) N14, 01213 (b) N=14, y. ! 216 (c) N= 50, » ! — 100 (d) N—50, v^! — 120 


图 4.16 ”光子 数 密度 的 分 布 曲 线 
实 线 为 主 方程 的 稳 态 解 ， 点 线 为 分 步 迭 代 解 


取 目 文献 [20] 


4.6 单 原子 与 双 原 子 微 激光 


作为 获得 非 经 典 光 场 有 效 途 径 之 一 , 利用 单 原 子规 则 泵 浦 微 腔 激 光 的 理论 与 实 
验 已 有 许多 研究 3~ 玉 ,这 里 说 的 单 原子 规则 泵 浦 是 指 激发 太原 子 一 个 又 一 个 从 
入 口 进入 微 腔 , 并 又 从 出 口 飞 出 . 通过 受 激 辐射 泵 浦 微 腔 激光 场 ， 如 图 4.17(a) 所 
AN, 原子 注入 是 有 规则 的 , 即 两 个 原子 间 的 间隔 时 间 T. 是 固定 的 , 在 任何 时 刻 腔 内 
最 多 有 一 个 原子 或 者 没有 原子 , 这 种 微 激光 我 们 称 为 单 原子 微 腔 激光 . 但 下 面 我 们 
将 看 到 单 原子 微 激光 的 稳定 性 不 好 , 从 改善 微 激光 输出 的 稳定 性 出 发 , 我 们 将 单 原 
子 微 油光 扩展 为 双 原 子 微 激光 , 即 如 图 4.17(b) AR. 我 们 将 两 个 激发 态 原子 , 一 双 
义 一 双 有 规则 地 注入 , 并 飞 过 微 腔 , 这 样 做 的 结果 与 单 原 子 微 激光 相 比 , 在 稳定 性 
方面 , 有 很 大 优越 性 031. 


(a) 单 原子 微 Maser (b) NET Maser 
图 4.17 单 原 子 微 Maser 与 双 原 子 微 Maser 的 示意 图 


下 面 我 们 先 用 分 步 法 , 即 (4.5.16),(4.5.17) 与 (4.5.2) 式 来 求解 微 激光 的 稳 态 . 
但 (4.5.2) 式 是 单 原子 的 增益 表 式 . 我 们 要 求 出 与 (4.5.2) 式 相 应 的 多 原子 微 激 光 的 
表 式 . 这 就 要 从 多 原子 与 激光 场 的 相互 作用 . 下 面 主 要 讨论 双 原 子 与 激光 场 的 相互 
作用 . 


4.6 单 原 子 与 双 原 子 微 激光 . 111. 


4.6.1 ” 双 原 子 与 激光 场 的 相互 作用 方程 
双 原 子 与 激光 场 的 态 函 数 可 表示 为 
V5 = |aa) |n — 1) 
y? = |ba) |n) (4.6.1) 
- = [bb) |n + 1) 
AF, a,b 分 别 表 示 二 能 级 原子 的 激发 态 与 基态 ，|aa) 表示 腔 内 有 两 个 处 于 激发 态 
a 的 原子 , 同样 ba) 表示 一 个 处 于 基态 b, 而 另 一 个 处 于 激发 态 a, lab) MA, bb) 
表示 两 个 均 处 于 基态 b, n) 表示 光 场 为 n 个 光子 的 Fock 态 . 光 场 与 二 能 级 态 的 相 
互 作用 能 算 符 Hia: 
Hin = hgl(o + o3 )a! 十 (ci 十 oz)al (4.6.2) 
AP o? Eo; 分 别 为 二 能 级 原子 的 上 升 与 下 降 算 符 , i = 1,2 为 第 1,2 原子 , a 与 
af 分 别 为 场 的 漂 没 与 产生 算 符 . 其 中 
2Tw0 
hV 
为 耦合 常数 , AP, / 为 原子 的 偶 极 矩 , wo 为 跃迁 概率 , V. 为 激光 的 模式 体积 . 设 我 
们 所 求解 的 系统 的 状态 为 v. 用 w+ ,ww9, ya 展开 便 得 


V = Anpi + Ba) + Cu, (4.6.4) 


g=H (4.6.3) 


HF 
(pal (ci + o2 )af lyt) = vn 
+ (g+ +o 0) — m 
(Got + o3 )a ya) = vn (4.6.5) 
(Wal(or +oz)at wr) = vn +I 
《如 | (ot +03 )a 


hu) = vVn41 
将 (4.6.4) 式 代 入 Schródinger 方程 便 得 


dA, — 1 | 
dr — ih (s Hin |u5) Bn = —igv/nBs 
dB,, 0 1 ,0 E 
Hin (Yn ) An + = Wal Hin Vn ) Cn 
qm gg (9| Han W) An + az (BLU) (465 
- Lig RA, -iVa 10, 
dC 


n. l; .三 一 一 


dT 


设 - — AR (4.6.6) 式 的 本 征 值 : 
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Ar Bn Cn 
À ig/n 0 

ign 入 igvVm 十 1 |=0 (4.6.7) 
0  ig/n4l 入 


入 二 0， żigv2n+1 


者 初始 条 件 为 两 个 原子 处 于 激发 态 y+, 即 A, = 1, B, = 0, Cn = 0, 可 证 ,7 不 为 0 
时 , An, Bn, Cn 的 解 为 


An(T) = ntl 十 一 一 一 ; Cos (gv 2n + 17) 


2n - 1 +1 2n-41 
Bn,(7) = -iz 11 sin (g 2n + 17) (4.6.8) 
Cn(T) = —i-^ ES [1 — cos(gv 2n 十 17)] 


可 以 证 明 A2 (7) 4- B2(7) - C2(7) =1. H An, Bn, Cn 满足 (4.6.6) 式 . 则 在 t+7 时 
的 密度 矩阵 方程 pn,(t +r) 可 写 为 
pn(t +T) = An(T)pn(t) + BR_1(T)pn 1(t) + C2_2(T)Pn-2(t) (4.6.9) 

但 对 于 双 原 子 微 Maser, 并 不 存在 严格 的 瓶颈 态 , 因为 我 们 无 法 令 Bni 与 Cr 
同时 为 零 . 下 面 我 们 主要 研究 初始 时 两 个 原子 处 于 激发 态 的 情况 . 
4.6.2 ” 单 原 子 、 双 原子 微 激光 的 稳 态 输出 比较 

下 面 我 们 用 分 步 法 定义 微 激光 的 模式 .分 步 法 的 要 点 在 于 将 激发 太原 子 的 受 
敞 辐 射 对 模式 的 增益 与 微 激光 腔 的 损耗 从 时 间 上 分 开 来 ,前 者 是 原子 在 腔 内 飞行 
时 间 7 内 起 作用 , 腔 的 损耗 在 T 时 间 内 所 起 作用 . A + 远 小 于 原子 与 原子 间隔 时 
E T, 故 在 > 时 间 的 腔 的 损耗 可 忽略 掉 . 设 不 为 零 的 对 角 密 度 和 矩阵 元 pn 的 指标 n 
最 大 为 N, 并 令 pi, = pn(t 十 7), 则 (4.6.8) 和 (4.6.9) 两 式 可 用 矩阵 表示 为 


PN 4w Bi- CN 0 PN 
ON_1 AN Bha CN_s PN-1 
Pi 0 41 Bj pi 
Po AP po 
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(4.6.10) 式 用 矩阵 来 表示 便 是 


p. = Ap (4.6.11) 
对 于 单 原子 微 激 光 (4.5.1) 和 (4.5.2) 式 也 同样 可 用 矩阵 表示 , 可 写 为 
p = Bp (4.6.12) 


(4.6.11) 和 (4.6.12) 两 式 即 单 原 子 、 双 原子 的 增益 方程 . 在 增益 之 后 又 经 7 一 + 完工 
时 间 的 损耗 , 这 时 损耗 作用 按 (4.5.16) 式 可 表示 为 


N 
PN = ` CnmPm 


Cum = — c S" -eim $-—1/N4 (4.6.13) 
用 矩阵 表示 便 是 
j= Cp (4.6.14) 
将 上 面 两 个 矩阵 相 乘 便 是 包括 增益 与 损耗 在 内 的 微 腔 激光 的 基本 演化 方程 : 
5= C4p (4.6.15a) 
5 = Cfp (4.6.15b) 


由 (4.6.15a) 和 (4.6.15b) 3X, 双 原 子 与 单 原 子 微 激 光 的 胁 损耗 矩阵 是 一 样 的 , 差别 
HEN MIERE 4 与 6. (4.6.15) 所 表示 的 是 包括 增益 与 损耗 在 内 的 一 个 基本 过 程 . 
吞 经 过 许多 次 这 样 的 基本 过 程 , 表征 光 场 对 角 和 矩阵 pn 趋 于 不 变 , 即 o, = o, 这 就 是 
在 实际 计算 中 , 对 于 单 原子 ,N 一 般 取 为 100 左右 , 对 于 双 原 子 , 一 般 取 为 150 
左右 , 计算 得 出 的 入 为 入 = 1 土 10-7. 
设 稳 态 的 对 角 和 矩阵 元 为 pw 则 归 一 化 的 平均 光子 数 为 


N 
" 2 ns 
— n n=0 
二 一 二 二 一 4.6.16 
"= Na Na (4.6.16) 


归 一 化 的 方差 为 
N N 
n? On — T m, 
(Amp) 25"^ x m) 
(n) n) 


图 4.18, 4.19 给 出 单 原 子 与 双 原 子 的 微 激光 比较 . 图 4.18(a) 与 (b) 分 别 给 出 单 
原子 的 平均 值 (n) /Nes 与 均 方差 o = ((An)?) / (n) 随 相 互 作用 参数 9 = grV Na. 


g = 


(4.6.17) 
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变化 的 曲线 . 当 9 < 2n, 平均 光子 数 与 均 方差 随 9 的 变化 较 平稳 , 但 当 9 > 2x 
ERMIR E. E 4.19(a) 与 (b) 为 双 原 子 的 平均 光子 数 及 光子 数 均 方差 随 

= 9TV2Nez + 1 的 变化 曲线 . 在 9 自 0 ~ 10x 变化 的 范围 内 , 曲线 很 光滑 , 没有 
An 4.18(a) 与 (b) 那 种 在 大 范围 内 起 伏 的 情形 . 现在 再 来 看 双 原 子 的 稳定 性 , 由 图 


4.19, 双 原子 的 平均 光子 数 O2 L RIZ o I) ) B o 变化 的 曲线 是 光滑 的 稳 


ER, 即使 在 变化 较 大 的 9 = 3n 附近 . 究 其 原因 , 主要 是 单 原子 微 激光 存在 瓶颈 态 ， 
经 党 同时 工作 于 x 与 2r( 一 般 的 , nr 与 (n + 1)r BUR), 而 双 原 子 微 激光 在 前 面 
已 指出 不 存在 这 样 的 瓶颈 态 , C, 系数 起 了 致 稳 作用 , 使 输出 曲线 光滑 . 
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第 5 章 辐射 的 相干 统计 性 质 


辐射 的 相干 统计 性 质 乃 是 光 场 量子 化 后 亦 即 量子 光学 研究 主要 内 容 之 一 . 这 章 
在 回顾 平衡 辐射 研究 的 基础 上 , 系统 讨论 了 光 场 的 相干 性 、 相 关 性 、 相 干 态 、 非 经 
典 光 场 、 压 缩 态 、 非 经 典 光 的 探测 、 产 生 等 理论 与 实验 问题 . 


5.1 平衡 辐射 的 统计 热力 学 


我 们 将 平衡 辐射 分 为 热平衡 辐射 与 非 热平衡 辐射 . 热平衡 辐射 即 黑体 辐射 , 满 
是 Planck 分 布 ; 非 热 平衡 辐射 不 满足 Planck 分 布 , 但 仍 为 定 态 , 即 长 时 间 不 发 生 
变化 的 状态 . 从 这 个 意义 来 说 , 激光 就 是 一 种 非 热平衡 辐射 . 因为 它 一 方面 不 满足 
Planck 分 布 , 另 一 方面 又 是 处 于 长 时 间 不 变 的 定 态 中 . 黑体 辐射 的 研究 出 不 仅 使 
得 Planck 假定 构成 黑体 辐射 的 简 谐振 子 的 能 量 取 不 连续 的 值 En = neo, Einstein 
作出 光量 子 的 假设 , 而 且 最 后 导致 Bose 创立 一 种 区 别 于 经 典 Maxwell-Boltzman £f 
计 的 新 的 统计 , 即 Bose-Einstein 量子 统计 . Planck 遵循 Kirchhoff 定律 “封闭 黑体 
内 热平衡 辐射 的 性 质 , 仅 与 黑体 的 温度 有 关 , 与 黑体 壁 的 性 质 无 关 ” 致 力 于 寻求 与 
黑体 保持 热平衡 的 辐射 能 密度 uw, T) 的 函数 关系 . 在 这 以 前 已 经 有 了 适用 于 长 波 
辐射 的 Rayleigh 公式 : 


u(w, T)dw = kTdu (5.1.1) 
以 及 仅 适 用 于 短波 辐射 的 Wein AX: 


hw? pw /kT 
u(w, T)dw = dt oJ KT dw (5.1.2) 


通过 热力 学 推论 与 预测 H, Planck 找到 了 既 适 用 于 长 波 辐射 又 适用 于 短波 辐射 的 
经 验 公式 : 


hw? dw 


但 如 何 从 理论 上 导出 (5.1.3) E? Planck 采取 了 如 下 的 步骤 . 按 统计 力学 , 系统 处 于 
某 一 状态 的 概率 P SRA S 之 间 的 Boltzman 关系 为 


S —klnP (5.1.4) 
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AP k X Boltzman 常数 . AKH P, Planck 假定 在 给 定 频率 w 后 , n 个 相互 独立 
的 简 谐 振子 的 总 能 量 E, RUE S, 将 分 别 是 

€, — ng, Sn=ns (5.1.5) 
E 为 每 一 简 谐 振子 的 平均 能 量 , s ORE (EH AT DURS. 又 设 总 能 量 6, 只 能 取 某 一 
最 小 能 量 so 的 整数 倍 , 而 so 又 与 频率 w RELE, BB 、 

En = Aso = Nħw (5.1.6) 
于 是 将 N 份 能 量 co 在 ”个 简 谐 振子 中 进行 分 配 的 方法 数 , 即 系统 的 概率 P: 


P= An : (5.1.7) 


应 用 Stirling 公式 m! zz mme-m, 由 (5.1.4) 和 (5.1.7) 式 便 得 


(N*n-1) | 


S= ko 0! & k|(N +n- 1)In(N -n — 1) - NIn N - (n — 1)In(n — 1)] 
(5.1.8) 
5S = k[In(N +n — 1) -In NJ8N = kn (=) Sn (5.1.9) 
按 热力 学 关系 85 = 577. JA (5.1.9) 式 便 可 求 册 
| N N 1 
n A | 一 exp(hw/kT) — 1 (5.1.10) 
骨 由 (5.1.5) 和 (5.1.6) 式 得 
gp Nhu hw (5.1.11) 


n exp(hw/kT) — 1 


用 频率 在 w 至 w + du 间 辐射 场 的 模式 数 “ae R = 的 表达 式 (5.1.11), 便 得 辐射 
场 能 密度 wu(w,T)dw( 见 公式 (5.1.3)), 这 就 是 1900 年 Planck 给 出 的 黑体 辐射 能 密 
度 推导 .推导 中 除 用 到 Boltzman 关系 (5.1.4) 外 , 主要 给 出 了 计算 P 的 方法 以 及 
用 简 谐振 子 的 平均 能 量 = 作为 每 一 模式 的 平均 辐射 能 ， 代 蔡 (5.1.1) 式 中 按 能 量 均 
分 定理 确定 的 每 一 辐射 模式 具有 的 能 量 LT. 将 辐射 场 用 简 谐振 子 来 描写 , 这 从 经 
典 场 满足 的 波动 方程 来 看 是 合理 的 U, 但 经 典 场 的 振幅 以 及 场 能 可 连续 取 任意 信 
而 简 谐振 子 的 能 量 只 能 取 co 的 整数 倍 , 即 E, = Nhw, 这 就 是 对 经 典 场 量子 化 成 了 
量子 场 
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一 般 教 科 书 推导 Planck 公式 Pl 并 不 采用 上 述 方 式 , 而 是 设 简 谐振 子 能 量 是 量 
子 化 的 : En = nihiw, 而 处 于 激发 太 En 的 概率 P, 按 Boltzman 分 布 (cx e nhw/KT) 
规 一 化 后 得 


p.- e nhw/kT = g7nhe[KT (1... g hf KT) (5.1.12) 
n e Jhe/kT UU 
2 
简 谐 振子 的 平均 能 量 为 
六 hw 
E= X nhwP, = DUIT I (5.1.13) 


此 即 (5.1.11) 式 , 这 样 求 E 较为 直接 , 不 需 用 近似 的 Stirling AÑ. 
将 辐射 场 用 简 谐 振子 来 描写 是 波动 图 象 , 但 并 非 经 典 场 的 波动 , 而 是 量子 化 了 
HJ. 能 否 将 量子 概念 进一步 发 展 一 下 , 认为 辐射 场 本 身 就 是 能 量 e = ho 的 光量 子 
流 或 光子 流 呢 ? Einstein 光量 子 学 说 就 是 这 样 认为 的 , 光子 具有 能 量 hw, 动量 hw/e. 
这 样 不 仅 解释 了 他 当时 要 解释 的 光电 效应 , 而 且 后 来 对 光 与 物质 相互 作用 的 认识 也 
是 一 很 大 的 推进 . 主要 表现 在 他 推导 Planck 黑体 辐射 公式 中 引进 的 受 激 辐射 与 自 
发 辐射 系数 A, B b. 考虑 到 与 频率 为 hu 的 光子 相互 作用 的 原子 的 两 个 能 态 , B 
高 能 态 2 与 低能 态 1, 由 高 能 态 向 低能 态 跃迁 便 辐 射出 光子 hu, 并 满足 能 量 守 衡 关 
系 E» — E, = hw. FAIKBEZS In FI BEGSEKXEEUADG-T- hu. 前 一 种 由 高 能 态 向 低能 
421 十 Bosiu(w, T) (5.1.14) 
Aoi 为 自发 辐射 系数 , 即 没有 辐射 场 情况 下 自发 能 态 跃迁 的 概率 . Bai 为 受 激 辐射 
系数 ，B2iu(w,T) 为 受 激 辐射 跃迁 概率 , 即 在 辐射 场 作用 下 ,原子 由 高 能 态 向 低能 

态 跃 迁 的 概率 . 同样 由 低能 态 向 高 能 态 跃 迁 的 吸收 率 为 

Bi2u(w, T) (5.1.15) 


受 激 辐射 与 吸收 均 正 比 于 辐射 场 的 能 密度 u (wo, T), 而 目 发 辐射 与 ulw, T) 无 关 . 又 设 
处 于 高 能 态 与 低能 态 的 原子 数 分 别 为 No, M, 则 总 的 辐射 率 为 42: 二 Baiu(w,T)]NV2， 
总 的 吸收 率 为 Bizu(w,T)Ni;. 在 热平衡 情况 下 , 辐射 率 与 吸收 率 应 相等 , 即 

(A21 RE B21u(w, T))N3 一 Bi2u(w, T)Ni (5.1.16) 


又 设 处 于 高 能 态 原 子 数 Na 与 处 于 低能 态 的 原子 数 Ni 满足 Boltzman 分 布 : 


Nə  goexp(—Es2/kT) 92 
-一 二 一 -一 一 一 ~- 一 --expí(—hw/kl 5.1.17 
Ni . gexp(—-Ei/kT) gi p /kT) 


g, g 分 别 为 能 级 数 2, 1 的 简 并 度 . 由 (5.1.16) 和 (5.1.17) XX, 并 取 定 Azi/B31 = 
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hw?  giBio 4 
n2c3' ga2B2 — |, f 


hu? 1 
a XH exp(fw/kT) - 1 
上 面 对 Planck 公式 推导 很 直观 , 除了 引进 A, B 外 , 还 用 了 Bohr 关于 原子 在 能 级 
间 跃 迁 与 辐射 光子 的 最 基本 关系 E- E = hw. 比较 Planck 公式 两 种 推导 方法 , 一 
种 是 由 辐射 场 的 简 谐 振子 模型 出 发 ; 而 另 一 种 则 是 由 原子 在 能 级 间 跃 迁 辐射 或 吸收 
光子 模型 出 发 . 还 可 进一步 设想 是 否 既 不 需 简 谐振 子 模型 , 也 不 需 考 虑 原子 在 能 态 
跃迁 , 而 是 直接 从 光子 本 身 服从 的 统计 规律 出 发 也 能 得 出 Planck 分 布 呢 ? 1924 E, 
Bose 做 的 Planck 分 布 推导 就 是 这 样 的 . 首先 将 相 空 间 分 为 许多 体积 为 (ah) 的 单 
胞 , 并 考虑 到 光 的 两 个 独立 的 偏振 分 量 , 于 是 在 单位 体积 内 , 频率 在 ~ wdw 范围 


内 , zdw = D ao JUR. 可 见 ,每 一 单 胞 就 是 一 个 独立 的 模式 . 设 在 由 十 du 
频率 范围 内 有 N 个 光子 , 将 这 N 个 光子 在 odo 个 单 胞 内 分 配 , 求 不 同 的 分 配 数 
Bose 在 计算 不 同 的 分 配 数 时 ， 引 进 光子 不 可 分 辩 的 概念 设 没有 光子 的 单 胞 数 为 
no, 有 一 个 光子 的 单 胞 数 为 n1, 有 两 个 光子 单 胞 数 为 n2,…, 当 no, m, n2,… 给 定 
后 , 分 配 也 就 定 了 . 在 mm 个 单 胞 内 光子 的 交换 不 算 作 新 的 分 配 ; 又 设 每 一 种 分 配 有 
相同 的 概率 , 于 是 有 总 的 概率 为 


u(w, T) (5.1.18) 


z! 
P- In z=% ni (5.1.19) 
E- M Nh, N= im (5.1.20) 


由 ôP = ôz = ôE = 0, 我 们 有 


>》 (nz — In n;)ón; = 0 


$;,9ni20, Y hwiðn; 5 0 5121) 

应 用 未 知 乘 子 法 及 规 一 化 条 件 N^ = 1, 得 
-= = eiBiw (1 — e72) (5.1.22) 
u(w, T) = NTu = X "iniu = zħw(e®™ — 1)71 (5.1.23) 


2 


(5.1.22) 式 即 前 面 导 出 的 (5.1.12) R. 将 z = 3 代入 (5.1.23) 式 , 便 得 (5.1.18) 
式 , 8 = 1/kT. 
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利用 (5.1.12) 式 , 还 可 求 出 光子 的 简 并 度 (n) 与 光子 的 均 方 起 伏 (An2y: 
= 》 mnP, = 1/[exp(Bhiw) — 1] (5.1.24) 


(An?) = 5 (n — (n)? P, 2 X(n? — (n) Pn = (n) + (n? (5.1.25) 


(5.1.25) 式 前 一 项 具有 粒子 起 伏 的 性 质 , ((n — — n; 后 一 项 则 表现 出 波动 干涉 
引起 的 涨 落 . 因 波 动 干涉 使 得 振幅 涨 落 正比 于 振幅 的 平方 和 , 因此 涨 落 就 与 (n)? 成 
EE. 上 面 就 是 依据 光子 服从 的 Bose 统计 (5.1.19) 式 推导 Planck 公式 的 过 程 . 这 
个 推导 , ER (5.1.19) 式 外 , 主要 就 是 (65121) 式 和 未 知 乘 子 法 . 最 后 求 得 在 热平衡 情 

况 下 单 胞 内 具有 à 光子 的 概率 o; = 一 = eiw] — e2), BJ (5.1.22) 式 . 如 果 
不 是 热平衡 , (5.1.21) ~ (5.1.22) 式 将 下 能 用 但 (5.1.19) 和 (5.1.20) 式 总 是 成 立 的 . 
系统 的 S 与 内 能 U 可 通过 p; 表示 为 


9 — klnn P ez ký (zlnz 一 3 nilnni) 一 -ký z% pi ln p; = kzsdw (5.1.26) 
dw dw 


U = zdwħw ` ipi = zdwħwu 
AF s, vv 为 量 纲 为 一 的 粹 密度 与 内 能 密度 : 
- 2j (5.1.27) 
5 二 一 >》 pi In pj 
取 oS, V 为 独立 变量 , U 为 5 V 的 函数 , 则 由 热力 学 关系 给 出 平衡 辐射 的 温度 T 
与 压力 P 的 计算 公式 B. 


OU OU 
dU = TdS —pdV, T= R p=-— (5). (5.1.28) 


激光 作为 一 种 非 热平衡 辐射 , 它 与 热平衡 辐射 的 统计 性 质 , 以 及 与 各 种 参量 的 关系 
在 以 后 各 节 中 讨论 . 


| 0.2 JERAHA THE 

HA Dirac 提出 “光子 自 干 涉 ” 著名 论断 9 以 来 , 光 的 干涉 , 特别 是 弱 光 干涉 
一 直 是 一 个 带 有 基本 意义 的 理论 与 实践 问题 . 为 了 方便 , 现 分 成 若干 问题 讨论 . 
5.2.1 HFR 

经 典 光学 中 , 当 说 到 两 束 光 者 加 产生 干涉 条 纹 时 , 总 要 求 丰 加 的 两 束 光 为 同 源 
相干 光 . 这 是 因为 经 典 光 学 中 的 干涉 测量 是 对 干涉 场 进行 长 时 间 的 观察 , 相当 于 对 
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干涉 场 作 长 时 间 的 统计 平均 . 实际 上 , 被 琶 加 的 两 束 光 , 不 论 同 源 与 否 , 只 要 观察 时 
间 T ATARA Av 的 倒数 , BU 工 < (Av) !, 就 产生 干涉 条 纹 . 对 工 时 间 求 
平均 后 的 光 强 了 与 被 到 加 的 两 束 光 的 强度 DL, D, 频率 w, w 及 相位 qi, va 间 的 
关系 为 

E 1 t+T , , » 
7= 云 / [E (t) + Ex(t* + 62/o)f^dt 


= [ fn (t^) + lt) + 24/ T5 (t)Ta (t^) (5.2.1) 


E eit) - ext) | Jar 

当 了 很 大 时 , 对 时 间 求 积 , 就 是 对 系 综 求 平均 .如 果 是 不 同 源 的 光 , 被 积 函数 中 表 
现 双 光 束 干涉 的 相位 差 at) oy) 的 变化 是 无 规 的 ， 求 平均 后 其 值 为 0 如 果 
是 同 源 的 相干 光 则 有 


X COS 区 一 wa)t — 


w2 —wi, p2lt) = vi(t)) (5.2.2) - 
干涉 项 的 相位 为 定数 wzbz/c, 与 时 间 无 关 , 对 时 间 求 平均 后 不 为 0. 但 当 T 不 是 很 
大 , 对 t 求 平均 , 将 不 经 历 系 统 的 各 态 , 而 是 对 部 分 状态 求 平均 .在 这 部 分 状态 的 
palt) — e(t) 变化 不 大 的 情况 下 , (5.2.1) 式 变 为 
m — w1)T/2 


j 2 | (w (5.2. ) 


+ p2(t) — p1(t) 


由 (5.2.3) 式 得 出 , 只 要 了 < — vou ,即使 是 非 同 流 的 两 束 光 干涉 , 也 


能 看 到 干涉 条 纹 . 事实 上 , Forrester 等 5 已 观察 到 非 相 干 光源 发 射 的 Zeeman XX 
线 在 光阴 极 表面 上 产生 的 拍 频 调制 发 射 信号 , 虽然 信 噪 比 很 低 ( 约 3 x 579). 能 观 
察 到 干涉 条 纹 的 另 一 条 件 , 即 为 在 T(< (Av)-!) 时 间 内 落 到 探测 面 上 的 光子 数 应 
尽 可 能 地 多 . 这 条 件 可 表示 为 光子 简 并 度 (n) > 1. 一 般 的 热 辐 射 光源 (n) ez 1073, 
要 观察 到 非 同 源 光 的 干涉 或 拍 频 是 很 困难 的 . 激光 的 光子 简 并 度 (n) 六 1, 很 有 利 
于 观察 非 同 源 光 的 相干 效应 . 事实 上 , Javan, Mandel 等 分 别 观察 到 独立 的 激光 束 的 
干涉 与 两 台独 立 的 激光 器 输出 产生 的 空间 干涉 957. 两 束 独 立 的 红宝石 激光 的 拍 
频 也 被 观察 到 [8]. 

用 两 台独 立 的 He-Ne 激光 器 进行 的 弱 光 干涉 实验 也 是 很 有 意思 的 [8; 9. 图 5.1 
给 出 实验 装置 简 图 ， 源 与 探测 器 之 间 的 渡 越 时 间 为 3ns, 而 光子 的 间隔 时 间 约 为 
150ns. 粗略 地 说 , 当 一 个 光子 被 吸收 后 , 才 会 发 射 第 二 个 光子 . 进行 一 次 观察 所 需 
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的 时 间 为 20 ns. 探测 器 的 量子 效率 为 796, 故 进行 一 次 观察 平均 能 接收 到 10 个 光 

T. 两 全 独立 的 He-Ne 单 模 激光 器 输出 激光 分 别 通过 半 透 及 全 反射 镜 Ma 和 Ma， 

以 互相 倾斜 成 9 的 角度 射 到 干涉 探测 器 的 接收 表面 上 . 因为 每 次 观测 到 约 10 个 光 

T, 只 能 用 相关 接收 器 进行 判别 . 接收 面 用 一 锥 厚 为 L/2( 约 等 于 干涉 条 纹 间隔 的 一 

Æ 1/2) 的 玻璃 片 组 成 , 其 中 1, 3, 5 片 的 光 进 入 探测 器 6; 2, 4, 6 片上 的 光 进 入 探测 

器 7. 将 两 探测 器 上 测 得 的 光子 数 起 伏 Ami, Ana 作 相 关 处 理 , 其 相关 系数 r 为 
(An; A^n3) 


„= 22) _ 24 
(An?) (An) 624] 


5.1 ” 弱 光 干涉 探测 示意 图 
1. 激光 器 ;，2. 减 光 片 ， 3. 狭 颖 ;4. 监测 光电 管 Mi, M2 分 光 片 ; 
5. 干涉 探测 器 ; 6. 光电 探测 器 ;7. 光电 探测 器 
参见 文献 [9] 


图 5.2 给 出 7 与 Li 的 曲线 . 由 图 看 出 , 当 工 心 1 时 , 相关 系数 7 为 负 , 绝对 值 最 大 . 
这 表明 一 组 玻璃 片 接 收 到 亮 纹 , 而 男 一 组 玻璃 片 接收 到 暗 纹 . L « LET, r AE, 这 
表明 一 个 党 纹 覆 盖 在 儿 个 玻璃 片上 , 两 个 探测 器 上 给 出 相同 的 光子 计数 , 故 相 关系 
ANE. FÆ Lo» 1, 即 一 个 玻璃 片上 接收 到 很 多 干涉 条 纹 , 故 相关 为 零 . 由 这 实验 
得 出 , 不 同 激光 器 的 输出 , 如 果 不 是 对 系 综 求 平均 , 是 会 相干 的 , 是 会 产生 干涉 条 纹 
的 . 


5.2.2 “光子 自 干涉 ” 与“ 同 态 光 子 干 涉 ” 
“光子 自 干涉 ”著名 论断 表明 ,“ 每 一 个 光子 只 能 自己 发 生 干 涉 , 不 同 光子 间 的 
干涉 是 从 来 不 会 发 生 的 四 ”. 文献 [8] 在 引用 这 一 论断 时 , 又 作 了 补充 “过 去 人 们 在 
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0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 
L/I 


图 5.2 ”相关 系数 > 对 L/L 的 变化 曲线 
实验 中 ArT x 0.6 
参见 文献 [9] 


引用 这 一 论断 时 , 往往 误 认 为 不 同 源 的 光子 是 不 会 相干 的 ”. 那么 由 实验 证 明 的 不 
同 激光 器 发 出 的 光子 是 可 以 相干 的 , 可 以 产生 干涉 条 纹 的 , 这 也 属于 “光子 自己 发 
EFH”, 而 不 是 个 ` 同 光子 间 的 干涉 ”. 这 就 要 求 “ 两 台 不 同 的 激光 器 会 发 出 同一 
光子 实现 目 干 涉 ”, 这 明显 遇 到 观念 上 的 困难 . 为 克服 这 一 困难 , 将 “光子 自 干涉 ” 
理解 为 包括 “ 同 态 光 子 干涉 ”在 内 是 必要 的 . 事实 上 , 同一 状态 的 光子 是 不 可 区 分 
的 全 同 粒子 . 不 论 是 来 自 同一 发 射 源 , 还 是 来 自 不 同 的 发 射 源 , 只 要 进入 同一 量子 
状态 后 , 就 是 相干 的 . 不 同 光源 产生 的 频率 为 vi, vo 的 两 束 光 , 在 v» (t) - vi (t) 变 
化 不 大 的 情形 下 , 可 通过 限制 观察 时 间 T, 使 了 < (Av), 即 TAv < 1, 便 处 于 同 
一 量子 状态 , 达到 相干 , 输出 相干 的 拍 频 信 号 . 其 他 的 空间 相干 实验 也 都 是 造成 同 

一 量子 状态 的 相干 条 件 . 两 台独 立 的 红宝石 激光 器 输出 的 空间 相干 实验 , 两 台独 立 
的 He-Ne 激光 的 弱 光 干涉 实验 均 表 明了 同一 状态 的 光子 是 相干 的 , 均 能 在 “ 同 态 光 
子 相干 涉 ” 意 义 下 得 到 理解 . 


5.3 26 探测 


5.3.1 “理想 探测 器 

一 个 理想 的 光 探 测 器 对 描述 光 强 变化 和 光 强 空间 分 布 来 说 是 重要 的 .这 理想 
的 光 探 测 器 :20 从 微观 意义 来 说 可 理解 为 一 线 度 比 波长 小 得 多 的 原子 , 在 受到 光子 
激发 后 , 由 基态 跃迁 到 连续 态 , 有 很 宽 的 频率 响应 . 光 与 原子 的 电 偶 极 相互 作用 能 
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可 表示 为 
H; = —pn- E(r,t) (5.3.1) 


式 中 E(r,.t) 为 电场 , p 为 原子 的 偶 极 矩 . 当 测 到 一 个 光子 后 , 原子 由 基态 跃迁 到 激 
发 态 , 而 场 也 发 生 了 变化 , 即 由 初 态 i 到 终 态 f. Hr 的 矩阵 元 可 写 为 


— (J|E(r, t)i) - (elulg) (5.3.2) 
为 方便 计 , 略 去 矢量 记号 , 将 E(r,t)- u 写作 E(r,t)u, 将 电场 Elr, t) SJ 
E(r,t) = E*(r,t) + E (r,t) (5.3.3) 


E*(r,t), E-(r,t) 分 别 为 正 频 项 与 负 频 项 , 与 e-iet, eet 成 正比 . 考虑 到 能 量 守恒 
AR, 场 强 E(r,t) 中 频率 w 满足 hw cs E.— E, 的 分 量 的 贡献 是 主要 的 , 故 (5.3.2) 
式 可 近似 为 -u (FIE (r,t)]i). 光 吸 收 的 跃迁 概率 为 -u (F[E* (n, 0) |i) 模 量 的 平方 ， 
并 对 各 种 可 能 的 末 态 f 求 和 : 
Bak f|E* (r P= iE- ( (JIE (r, t)i} 
u’ (i iE- (rt) E* (r, t)]i) 
(5.3.4) 式 是 考虑 到 各 种 可 能 的 末 态 f 构成 一 完备 的 体系 » FXF 9 1 而 得 出 的 . 


一 般 地 来 说 , 光 场 的 初 态 也 不 是 确切 知道 的 , 故 还 要 对 初 态 i 求 统计 平均 后 才 是 理 
想 探 测 器 的 输出 , 应 正比 于 光 强 : 


(5.3.4) 


I(r,t) = tr(pE- (r,t)E* (r,t)) (5.3.5) 


参照 (5.3.4) 3X, 除 一 常数 因子 u 外 , 由 (5.3.5) 式 定义 的 光 强 I(r, t) 便 可 看 作 
理想 探测 器 的 测量 值 . 


5.3.2 ”量子 跃迁 


理想 探测 器 是 对 光 探 测 的 数学 描述 , 而 量子 跃迁 49) (quantum jumps) 则 是 用 
微 光 探测 证 实 单个 原子 处 于 激发 态 的 一 种 办 法 . 图 5.3 给 出 V. 型 三 能 级 系统 . 在 0 
5: 1,0 与 2 之 间 分 别 用 强 泵 浦 与 弱 光 联系 起 来 . 因为 是 强 的 , 故 由 激发 态 发 出 的 荧 
光 也 是 强 的 , 如 108 光子 / 秒 . 能 级 1 与 2 相距 其 远 , 故 不 受 强 泵 浦 的 影响 , 仅 受 弱 
光 的 影响 . 只 要 原子 没有 被 弱 光 由 基态 能 级 0 抽 运 到 激发 态 能 级 2 去 , 0 与 1 间 的 
SR ZR GHI AC EH. 1 发 出 的 强 荧 光 将 继续 下 去 . 注意 到 0, 2 间 为 弱 光 , 故 由 0 抽 运 到 2 的 
概率 是 很 小 的 , 而 且 一 旦 被 抽 运 到 2 能 级 上 向 下 跳 的 机 会 也 很 小 , 这 时 0 与 1 间 泵 
浦 中 断 , 荧光 也 就 “ 变 暗 ”. 这 就 提供 了 一 个 “通过 测定 强 荧 光 的 暗 区 , 判明 电子 已 
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被 弱 探 测 光 抽 运 并 搁置 在 能 级 2 上 ”的 方法 . 实验 上 观察 量子 跃迁 是 用 Bat 做 实 
验 53], Bat 的 能 级 如 图 5.4. 强 泵 浦 用 粗 线 表示 , 即 625, 一 62P js 52 Ds, . 而 
细 线 加 虚线 则 表示 抽 运 并 搁置 电子 到 2 Ds 态 , 路 径 为 6291/2 一 6?Pyj2 一 62Ds jo. 
弱 光 的 光 强 为 6.4 x 1079 W/cm” . 图 5.5 为 6? P,/, 一 6291/2 强 荧光 I(t), 平均 搁 
置 时 间 达 30s, 这 使 我 们 确信 在 离子 阱 中 的 Bat 离子 为 单个 Bat BET. 这 时 真空 
度 保持 在 8 x 1071 mmHg, 用 两 束 共 线 激光 冷却 定 域 离子 在 14 小 区 内 . 


6? P3 
2 
1 
l 弱 光 


| 2 
0 651 


E53 V 型 三 能 级 系统 图 5.4 Bat 离子 能 级 


625) 1， 
0 100 200 5 Bs 
时 间 /s 
图 5.5 ” 强 荧 光 I(t) ME t 变化 的 实验 
参见 文献 [43] 


5.4 场 的 相关 函数 与 场 的 相干 性 


理想 探测 器 测量 的 光 场 T(r,t) 即 光 场 正 频 与 负 频 部 分 的 自 相关 . 将 (r,t) 记 为 
z, 则 上 自 相 关 函 数 G(x, zx) 可 写 为 
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I(x) = G(x, x£) —tr(pE (x)E*(a)) (5.4.1) 


可 是 在 杨 氏 干涉 实验 中 , 我 们 要 测定 的 光 强 来 源 于 双 缝 (zl) 与 (£2) 处 的 光 振 动 的 
iJ. 故 有 


T=tr{p(E (z1) + E~ (za))(E (31) + E+ (22))] 
=tr{pE (z1)E* (z1)) + tr{pE (z1) E* (22)) + tr{pE (z2)E* (x1)} 
+tr{pE (za) E* (z2)) 
= G(z1,21) + G(z1, 22) + G(zo,21) + G(zo, £2) 


参照 (5.4.1) REX, 第 一 、 四 项 为 (1), (22) 点 的 目 相 关 函 数 , 即 (21), (x2) EAE 
光 强 I(zi), I(z3) 恒 大 于 零 , 且 与 场 强 E(21), E(m2) 点 的 相位 无 关 ; 而 第 二 、 三 项 
为 (21,22) 的 互相 关 函 数 


G (2i, £j) 一 tr[pE  (z;)E^ (x;)} (5.4.3) 


G(xi,z2), G(zo,21) HHRMA. G(x1, 22) + G(za 21) 为 实数 , 可 为 正 或 负 , 依赖 
FAWR E(x), E(x2) 间 的 相位 差 . 用 光学 干涉 的 术语 来 说 , 当 相 位 差 为 2nn 
时 ，G(z1, £2) + G(zxo,21) 为 正 的 极 大 , I = Iwax， 当 E(xi) 与 B(x2) 的 相位 差 为 
(2n + 1)x 时 , G(x1,z2) + G(zo,21) 为 负 的 极 小 , I = Imin. 用 Imax, Imn 作 条 纹 能 
见 度 V 


(5.4.2) 


Imax = Imin 
LI .4.4 
d Imax 十 Imin (5 ) 
$r 
IG(z1,22)| = y G(z1,21)G(x2, £2) (5.4.5) 


则 称 之 为 相干 场 . 这 时 
G(z4,22) = J/G(z1, 1)G (2,22) e'? 
G(z2, £1) = /G(z1,21)G(x2, 2) e 7? 
24 o= 2nx 时 
Imax — G(x1, £1) + G(£2, £2) ) 


34 g= (2n + 1)x 时 
Imin = (VG (21,21) m" G(z2,22)) 


2 G(z4,21)G (22,2) 
V = 一 一 一 一 一 一 5.4.7 
G(Z1, £1) + G(22, £2) ( ) 


特别 是 当 G(zi, 21) = G(z2,22), 能 见 度 V —1, 干涉 条 纹 明 暗 对 比 最 强 . 
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一 般 来 说 ， G(x1, £2) 满足 Schwarz 不 等 式 : 

IG(z1, 22)| € V G(z1, £1)G (£2, £2) (5.4.8) 
特别 是 当 [G(zi,22)| < v/G(zi,11)G(z2,22). 由 (5.4.4) 式 看 出 ,Fax 与 Imin 差别 
很 小 , 明暗 对 比 很 弱 , V = 0, 这 就 是 非 相 干 场 情形 . 

对 于 满足 (5.4.5) 的 相干 场 , 互相 关 函 数 G(x1, 12) 有 如 下 的 分 解 式 : 
G (11,22) — E~ (z2)&€ (21) (5.4.9) 
很 明显 , 互相 关 函 数 G(zi, 22) 具有 分 解 式 (5.4.9) 是 相干 场 的 充 要 条 件 . 
由 (5.4.3) 式 定 义 的 G(z1, £2) 称 之 为 场 的 一 阶 相 关 函 数 . 它 是 由 单 光 子 吸 收 探 
测 这 一 物理 过 程 决定 的 . 对 于 理想 的 宽带 探测 器 , 在 (0,t) 时 间 间 隔 内 探测 到 一 个 
光子 的 概率 pt(t) 可 通过 自 相关 函数 Gir, t v, t) 来 描述 : 


p (t) = sf dt' GU) (r,t, r,t) (5.4.10) 

0 

5 为 标志 探测 器 灵敏 度 常数 . 计数 率 为 
wu) (t) = ap = sG) (m, t, m, t) (5.4.11) 


(5.4.11) 去 表示 的 , 乃 是 在 7 点 t 时 探测 到 单个 光子 的 计数 率 . 如 果 是 探测 n 个 光 
子 吸收 , 或 更 简便 些 , 将 实验 推广 为 n 个 理想 探测 器 , 分 别处 于 (71,72,… ,rn) 点 ， 
每 一 探测 器 均 备 有 时 间 快 门 , 并 在 (t0, ti), (tosta) .时 各 探测 到 一 个 光子 的 概率 
为 


t1 tn 
p™ (ti, -- , t4) =s" f ans] dt, tr {pE (r1, t1) -ET (rn, t) 
to 


to (5.4.12) 
xE*(r4,U)--- E*(r1,t))) 
现 定义 n 阶 相关 函数 : 
G® (ns ans n) = tr{pB- (3) E7 s) (.)E*()) (5.4.13) 


则 每 一 探测 器 均 记 录 得 一 个 光子 , n 个 探测 器 记录 到 n 个 光子 的 计数 率 为 
gp (ti, , tn) 
Ot1:.. Ot 
一 般 来 说 , n 阶 相关 函数 G (m, zn, zn,… ,zx1) 并 不 能 分 解 为 n 个 探测 器 的 

一 阶 相关 函数 GO (zx;, x4), Bl 


w™) (t, . tn) 一 一 S"GÜO (£1,---, En, Tny m) (5.4.14) 


GC (x, i. Zn; Tn; , £1) É lI GO (z;, Tj) (5.4.15) 


j=1 
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SX n 阶 探测 率 w (ti, tn) 也 不 能 表示 为 n 个 探测 器 的 一 阶 探测 率 w (tj) 的 
乘积 , 即 

w (t5, tn) z [| [wO (tj) (5.4.16) 


j=1 


关 似 于 一 阶 相 关 函 数 GO (1,2). 所 满足 的 分 解 式 (5.4.9), 对 于 相干 场 , 高 阶 
相关 函数 也 具有 相应 的 分 解 式 : 


满足 (5.4.17) 式 的 场 称 之 为 完全 相干 场 . 对 于 完全 相干 场 有 


GO) (g4, . .. QXnQYXn.t00.0X -He* (£j, 255) 
j=l (5.4.18) 
w”) (t, -- . -了 uw UO (t) 
5.5 相 于 态 


在 上 节 讨 论 中 , 我 们 看 到 一 个 有 趣 的 结果 , 即 完 全 相干 场 各 阶 相 关 函 数 所 满足 
的 分 解 式 关系 (5.4.17). 而 光学 测量 又 都 是 与 相应 的 相关 函数 联系 在 一 起 的 .相关 
函数 结构 总 是 场 的 正 频 部 分 在 右边 , 负 频 部 分 在 左边 . 如 果 所 选择 的 场 的 状态 |) 恰 
是 正 频 Et (x) 的 本 征 态 0010. 亦 即 


E* (7)|) = E(x) |) (5.5.1) 


则 在 这 样 的 状态 中 计算 相关 函数 , 恰好 保留 了 相关 函数 的 分 解 性 质 . 而 相关 函数 的 
分 解 性 质 (5.4.17) 又 恰 是 场 为 完全 相干 场 的 充 要 条 件 , 故 称 由 (5.5.1) 给 出 的 E+(z) 
的 本 征 态 为 相干 态 , E(z) 为 本 征 值 . 例如 


G® (x, 2^) - tr(pE- (z) E* (2')) = (IB (2) E* (a^)]) 
(5.5.2) 
一 £* (z)& (x) 
GO? (21, 22,21, 25) = (E (z1) E- (z2) E* (71) E* (25)]) 
= E* (z1)£" (z2)£ (z1)£(z2) 


下 面 将 看 到 量子 场 的 正 频 部 分 B+(x) 的 展开 式 , 包含 了 各 种 模式 的 淹没 算 子 . 
将 Et 作用 在 相干 态 上 , 相当 于 从 态 中 淹没 掉 光 子 , 但 仍 保持 态 不 变 , 这 个 性 质 表 


(5.5.3) 
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明 相 干 态 不 可 能 用 有 限 的 光子 态 的 又 加 来 构成 .为 求 得 相干 态 用 光子 态 炙 加 的 显 
式 表示 , 将 E+(z) 用 场 的 正 交 规 一 模式 we(r) 展开 是 合适 的 , 参照 (42.1) 式 即 


E*(z) =i X. V/2nhwyayuy(r)e rt (5.5.4) 
k 
E(x) =i X ' V/2xhwyoyuk(r)e ont (5.5.5) 
k 


将 (5.5.5) 式 代 入 (5.5.1) R, 便 得 相干 态 : 
= |{ax}) -ll lak) 


(5.5.6) 
Gk |o) = Qk las) 
ak 为 淹没 算 符 , al 为 产生 算 符 . 它们 之 间 满 足 对 易 关 系 : 
I] = Ôkk' 
e a| = 0 (5.5.7) 


[ak, ai] = [al at,] = 0 


(5.5.7) 式 表明 , HAER k Zk, ax, al, 是 可 对 易 的 . 但 对 相同 模式 大 = k’, Bl 
ax, aj, 是 不 可 对 易 的 . 为 方便 计 , 我 们 讨论 单 模 情形 . KER k, 则 (5.5.6) RA 


a |o) = a |o) (5.5.8) 
将 相干 态 |a) HATAS In) 展开 . |n) 可 表示 为 
1 TL 
n) = vid )” |o) (5.5.9) 
0) 为 真空 态 , 应 用 对 易 关 系 (5.5.7) 式 , 易 证 
a[n) = aa (a!) [ 
= Jg + ata) (at) 10) = (a7 [o (5.5.10) 
- Vn|n - 1) 
应 用 (5.5.10) 式 不 难 验证 状态 
la) 一 eol 72 » NA |n) (5.5.11) 


满足 关系 (5.5.8) XX, 并 且 是 规 一 的 . 
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在 相干 态 |o) "P, 观察 到 ”个 光子 的 概率 p(n) 满足 Poisson 分 布 : 


p(n) 一 ei” exp(—laļ?) (5.5.12) 
光子 数 平均 值 ; 
MS 
= Y no(n) = laf RD Kepas (83413) 
(v?) = Prip(n) -lal* 35 E expla) laf "" 
=(n) + " 
相干 态 o) 还 可 用 位 移 算 子 Dla) 作用 在 真空 态 |0; 上 生成 , Bl 

lo) = D(o)|0), D(a) = exp(aa! — a*a) (5.5.15) 

利用 Baker-Hausdorff 恒等式 ( 见 附录 5A): 
exp( A + B) = exp Aexp B exp (-544 2) (5.5.16) 


(5.5.16) 式 成 立 的 条 件 是 [A, B] 5 ARI B 都 是 对 易 的 , 即 (LA, B], A] = [[4, B], B] = 
0. f (5.5.16) XX, 位 移 算 子 D(a) 可 写 为 


D(a) — exp(oa!) exp(—o*a) exp (lav -oq ) 


(5.5.17) 
— exp(-|o[^/2) exp(aa') exp(—a*a) 
D(a) 10) = exp(-laf*/2) Y ^ 5— n) (5.5.18) 


相干 态 是 不 正 交 的 , 因 
(al) = exp (- laf - 318P) 37 SE (nm) = exp(o*8 - lol?/2 — 16/2) 


v nim! 
(5.5.19) 
而 
| (o18) P — exp(a8* + a*8 — |a|? — |61) (5.5.20) 


=exp(—|a — 8|) 
只 有 当 o, 8 的 间距 |a — 8| SX, exp(—|o — 8/2) e 0, |o) , |8) 才 近 平 正 交 . 
相干 态 虽 不 正 交 , 却 是 完备 的 . 完备 性 主要 体现 在 如 下 的 按 单位 算 子 |o) (o| 展 


开关 系 上 : " 
n lal 一 -1 (5.5.21) 
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(5.5.21) REMA 1 为 单位 算 子 , 而 积分 是 对 整个 复 平面 积分 的 . $ o = z+ig = 
re’, 则 d?a = dzdy = rdrd6. 为 证 明 (5.5.21) R, 将 相干 态 用 粒子 数 态 In) 展开 式 
(5.5.11) KER RHRA, 便 得 


d2a 1 |n) (m| jal? 
a) (a| 一 一 eTl aad a 
[oa v Imm 


n=0 m—0 


In} {m| rdr —r? n+m f db i(n—m)0 (5.5.22) 
e r e 
n.m-—0 TV n'm! 0 0 
注意 到 ; 
f dhei- — 236, s, | d£e 5£^ = n! 
0 0 
便 得 
da = 
o) (al — = 3 n)n|21 (5.5.23) 
0 


现在 我 们 来 证 明 已 求 得 的 相干 态 为 最 小 测 不 准 态 ( 见 附录 B), 亦 即 广义 动量 及 
广义 坐标 满足 测 不 准 关系 (Up?) (Aq)2) = h/2, Ap, Aq 分 别 为 广义 动量 、 广义 
坐标 的 测 不 准 量 . 对 单 模 电磁 场 , 广义 动量 p、 广义 坐 标 q 与 淹没 、 产生 算 子 w at 


的 关系 如 下 : 
i-a! o) p=i (a! — a) (5.5.24) 


=y È llatata) =y (a ea) 
DE (alat — ala) - iP -ao 


h 
(q?)— 25 (ajat? +a? + aa! + ata |o) 


故 有 


(5.5.25) 
h 
一 zu +a? -- 2o* a + 1) 


(p) 2 —— LAM a? +a? — aa! — aia |a) 


Ru, 2, 2 x 
=- (Q +a — 2a*a — 1) 
方差 为 
(Ag)*) = ((a — (0?) = (2) 一 (9) = 


(Ap)*) = ((p - (9)?) = (°) - (p) = 


x 
2w 

5.5.26 
" ( ) 
2 
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由 此 得 V((Ap)?) (Aq)2) = n/2. 这 是 测 不 准 关系 ApAy > n/2 所 能 容许 的 最 小 值 . 


5.6 ”用 相干 态 展开 


5.6.1 ”相干 态 的 P 表示 


相干 态 已 构成 一 完备 体系 , 就 可 用 相干 态 为 基 , 将 任 一 态 函数 | 办 进行 展开 . 应 
用 (5.5.23) 式 将 单位 算 子 作用 在 |% E, 得 


w= /Fm /FW Een 


p 
— N wn In^) (5.6.2) 


则 应 用 粒子 数 态 的 规 一 正 交 关系 , 得 
laly) = e7lel? "3 jns In^) 


ela /2 N^ Vno" 
一 Ge ————— 
2 Vn 


式 中 Y yna” / vn! 为 ar 的 整 函数 ,而 指数 函数 e 则 不 是 o 的 函数 , 因 
lof? = aa. 同样 对 于 算 子 了 ,两边 用 单位 函数 作用 得 


(5.6.3) 


JL 


[2 a P lat, p 8) exp (-E — A) o) (8| 


o E (n|T'|m) a *n NM Tece 
F(a*, 8) -2 W 2 
F(o*, 8) 为 w， 的 解析 函数 . 指数 因子 P/P 已 分 离 出 来 我 们 感 兴趣 
的 辐射 场 密度 矩阵 算 符 p 也 应 可 以 表示 为 与 (5.6.4) 式 相似 的 形式 ， 
2a 
= f ZETE no B)expl-lal/2- 18/210) 8 (56.5) 


JL 


将 密度 矩阵 算 符 p 用 相干 态 表示 , 就 使 得 计算 按 正 规 编 序 排列 的 算 子 乘积 (48 
温 没 算 子 在 右 , 产生 算 子 在 左 ) 的 期 待 值 变 得 很 容易 , 亦 即 只 需 将 场 算 符 简单 地 用 
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相应 的 本 征 值 来 代替 , 便 得 我 们 要 的 期 待 值 . 例如 , 计算 高 阶 相关 函数 (5.4.13) Ñ, 
代入 (5.6.5) 式 中 的 p, 便 得 

GO (4... En, Vs Yn) = | Gi fon) .Er (on, {on)) 


xéE(yi, {Bk} E (yn, {Bk}) 
x R({@k}, {Br}) exp (- Sola- aat) 
k k 
xTT (do) r ( 859 
(S) 


AF, 已 考虑 到 多 模 , 模式 指标 为 . 

密度 矩阵 o 的 表达 式 (5.6.5) 式 是 普遍 的 , 可 用 来 表示 场 的 任意 态 . 但 对 有 些 
场 来 说 , 可 能 有 更 简化 的 表示 . 即将 密度 矩阵 按 lo) (a| 展开 , 而 不 是 按 |a) (8| 展 
JF. RELL, 我 们 寻求 的 是 如 下 对 角形 的 展开 : 


p= J d’aP(a) |a) (a 


(5.6.6) 


(5.6.7) 
f Pioa =1 


AP P(o) 为 实 的 权重 函数 . 我 们 称 (5.6.7) 为 密度 矩阵 的 P 表示 . 权 函 数 P(o) 为 
实 函数 就 保证 展开 式 的 厄 米 性 质 . 又 从 Pla) 满足 的 规 一 化 条 件 来 看 P(a) 具有 概 
率 密度 性 质 , 不 过 还 不 能 把 P(a) 看 成 严格 的 概率 密度 , 因为 |a) 不 构成 正 交集 . 由 
P(o) 为 正 得 出 密度 矩阵 p 为 正定 , 但 由 p 的 正定 性 并 不 能 得 出 P(a) 一 定 不 为 负 . 
显然 在 进行 实际 计算 时 , 将 P(a) 看 成 “ 准 概率 ”是 有 用 的 . 例如 应 用 P ERRE 
子 函数 的 迹 , 即 
(oim) = | POP" gnata (5.6.8) 
一 般 地 
tr(pf (bb)) = | PUDfo( 8)d?8 (5.6.9) 


AP fy (03,0) 为 按 正常 顺序 排列 (b 在 b! 的 右边 ) 的 函数 . 类 似 于 求 Fourier 变换 ， 
我 们 求 密度 矩阵 的 特征 函数 X (0), 其 定义 为 
X (A) « tr(pD(X)) = tr(pexp(Ab! — A*b)) 
— tr(pe—* /2eXb" e7à"b) 


—e- 和 /2 f Pe (8| eàbt ec 一 人 "5 |) d?8 (5.6.10) 


-.xn J P(B) exp(A8* — A*8)a?8 


5.6 ”用 相干 态 展开 : 135. 


(5.6.10) 式 中 位 移 算 子 D(A) 的 表示 是 用 了 (5.5.15) 和 (5.5.17) 3X. 与 XA) 相关 的 
还 有 一 种 指数 算 符 按 正 规 编 序 的 特征 函数 X (A): 


Xx (A) 5 tr(p exp(Ab!) exp(-A*b)) 
_ 的 x) (5.6.11) 
(5.6.11) 式 的 反 变 换 为 
P(B) = - exp(A*8 — A8*) Xy (Nd2A (5.6.12) 


E XN( 和 ) 是 平方 可 积 的 , 则 可 证 权 函 数 P) 也 必然 是 平方 可 积 的 . 不 过 XN) 
不 是 平方 可 积 的 情形 也 经 常 碰 到 . 下 面 讨论 一 个 有 启发 性 的 例子 . 测 不 准 关系 要 求 
所 有 的 量子 态 有 |AgAp| > h/2. 等 号 成 立 的 态 为 最 小 测 不 准 态 . 附录 B 中 已 证 明 
满足 如 下 关系 的 态 D 为 最 小 测 不 准 态 : 


(p — ()D = iula — (a)) l) (5.6.13) 
由 此 得 (Ap)? = i? (Aq?, 4 可 取 任 意 值 . 24 u= w 时 , |) 是 淹没 算 符 b — (292) 172 
(oq cip) 的 本 征 态 , 即 相干 态 . 一 般 来 说 (5.6.13) 式 表明 |) 是 Alu) REES. Alu) 
乃 频 率 为 u 的 振子 的 漆 没 算 子 : 
Alu) = Qhu)- "(ug ip) = L(t) (bt) (5614) 
设 |) A(u) 的 真空 态 , A(u)|) = 0. 现 应 用 (5.5.16) RR |) 的 Xu) 为 


Xn (à) = (| exp (b^) exp(-A*b)]) 


(eb Git tta] [Got tato 


(Our t MM pa (A7 + 2 


exp PZU (^ X 
o L2 w y (5.6.15) 


对 于 w< u, 当 [ReA| 一 oo 时 XN(A) 发 散 ; 对 于 w > u, 当 |ImA| 一 oo 时 Xy (2) 
也 发 散 . 于 是 由 (5.6.12) 式 定义 的 P 表示 P(8) 是 不 存在 的 .除非 u= w, 这 时 


— exp 
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(5.6.14) 式 给 出 4(w) = b, A(w) 即 b 的 真空 态 D 的 Xy 可 按 (5.5.17) 和 (5.5.18) 
式 求 得 

Xy = (le ep = e"? (pop = 
5.6.2 TE PP 表象 中 参量 下 转换 所 满足 的 F-P 方程 


P 表象 在 量子 光学 中 有 着 广泛 的 应 用 , FERMAT a 作用 在 相干 态 |o) 上 
便 给 出 本 征 值 a. 这 个 a 恰 是 经 典 光学 中 光 振 动 的 复数 模 量 (包括 振幅 与 相位 ), 同 
样 产生 算 子 a! 作用 在 (a| 上 给 出 本 征 值 o^. 这 样 便 将 算 子 a,ai 与 c 数 a, ar* 在 一 
起 , 关于 算 子 a.a! 密度 矩阵 方程 , 可 化 为 关于 c 数 a,a* 的 F-P 方程 . 因由 (5.5.8) 
式 


alo) = oo) (alat = a* (a 
并 由 此 导出 准 概率 p(a) 与 密度 矩阵 对 角 和 , 即 (5.6.7) 式 


= [ Fon el 


即 
p 二 一 2(a) (5.6.16) 


由 (5.5.8) 和 (5.6.16) 式 容 易 得 出 
ap = J d^op(o)ala)(a| = J d^oop(a)la) (a 
即 


ap — op(a) 
p! = f apla)lo) (ola! = f d*aa*p(o)Io) (o 
pa! — a*p(a) (5.6.17) 


对 应 式 左 边 为 算 子 a(a!) 左 ( 右 ) 作用 于 o, 而 右边 则 是 用 复 量 a,a* R p(o). 很 明 
显 除 了 alat) Æ ( 右 ) 作用 于 p 外 , 还 要 解决 alat) A ( 左 ) 作用 于 o 的 计算 . 注意 到 


a'la) -at exp (- 57) Y ag) = ep (-5) x 
-op (- €) a sim ee (- 55.) "n 


Vno El) 
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atp = [ &'op(o)a! loyal = f apla) exp(a0") 2 o) (al 
应 用 分 部 积分 , 便 得 


sp= f Pacp(-aa’)la)lall (a — 57) nte) = falaji (a - Z) pto) 


BẸ 


atp — G — x.) p(o) (5.6.18) 
同样 可 证 : 
pa 一 一 (s 一 x) pla) (5.6.19) 


简 并 参量 放大 为 一 双 光 子 过 程 , 由 一 个 泵 浦 光子 产生 一 对 信号 与 闲置 光子 , 其 哈密 
jt n] 5j JJ 
H = Ho+ V +W 


Ho = ħwcata + X  hwjbib; 
j 


V-h 5 kjbja! + Ese) 
j j 


ih 
W = 可 (eof — ea?) 


Ho 为 参量 波 a, a! 与 热 库 b, 05 的 自由 哈密 顿 , V 为 参量 波 与 热 库 的 相互 作用 哈密 
dn, W 为 泵 浦 波 (包含 在 参数 <s 中 ) 与 参量 波 的 相互 作用 . 参照 (1.5.10) Ñ, 可 得 出 
参量 放大 的 密度 矩阵 方程 , 在 相互 作用 表象 中 ， 

dp 1 

4r z[V + W, pl (5.6.21) 
参照 (4.3.43) 和 (4.3.44) XX, 并 令 其 中 v/2Q = k 由 于 与 热 库 的 相互 作用 的 贡献 为 


(5.6.20) 


(£) = IV, p) = (4 n)k[2apa! — atap — pata] + ik[2a! pa — aa! p — paa] 
在 P 表象 中 便 是 p — p. 并 参照 (5.6.18)-- (5.6.19) 3X, WA 
0 


ð 
[2apa! — atap — pata] — |2ao* — | a* 2 | a — (ao— — | a*l p 
Qa a* 


ð 
© ð © 
T — nanla. 1 * 0 0 07 BEDAE * 0 0 07. 
2a! pa — aa! p paat] — {2 (a x.) (s x) 1+ (a 区 ) 
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故 有 
(x). = L (Ze + o) + 2k 2 -|p (5.6.22) 
由 于 与 泵 浦 场 的 相互 作用 的 贡献 为 
在 已 表象 中 便 是 
E: JN ie 9 B (xe) e] (5.6.23) 
(ea 
由 (5.6.18)~(5.6.23) 得 在 P 表象 中 简 并 参量 放大 所 满足 的 F-P 方程 为 
P hy | bite J- 1c va) (iz 3) en] p 
| (5.6.24) 
5.7 “兴隆 的 二 阶 相关 函数 、 群 聚 与 反 群 聚 效应 、 


鬼 态 干涉 与 粒子 的 纠缠 态 


5.7.1 ”区 场 分 布 的 二 阶 相关 测量 


综 上 所 述 , 在 半 经 典 理论 中 光 场 是 作为 服从 Maxwell 方程 的 经 典 场 来 看 待 的 . 
正 频 部 分 E*(x) 与 负 频 部 分 E (rz) 为 可 易 . 但 从 量子 场 观点 来 看 , 参照 (5.5.4) 
X, 正 频 部 分 E+(z) 与 负 频 部 分 E- (1) 已 通过 淹没 与 产生 算 符 ar, al, 来 展开 , 而 
ak，al, 又 满足 Boson 算 子 对 易 关 系 lak aL] = ôk. 24 k= k 时 , ax 与 au 是 不 
可 对 易 的 . 基于 这 个 对 易 关 系 , 算 子 ar, aL, 还 满足 在 附录 5A 中 给 出 的 许多 Boson 
算 子 的 代数 关系 . 但 问题 是 场 的 量子 特性 , 如 何 从 实验 观测 上 得 到 反映 ? 如 何 区 别 
经 典 场 与 量子 场 ? 经 典 光 学 的 振幅 干涉 实验 属 一 阶 相关 测量 , 它 是 不 能 解决 这 些 
问题 的 ， 只 有 联系 到 二 阶 相关 测量 反映 场 的 统计 起 伏 性 质 的 实验 才 有 可 能 解决 这 
一 问题 . XXL Hanbury-Brown 与 Twiss(1949) 的 强度 干涉 , 亦 即 光子 符合 计数 实 
验 2) ( 见 图 5.6 所 示 ). 
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光电 管 1 


SERAIS 


1 


图 5.6 ”强度 干涉 实验 
图 5.6 "P, 由 光源 5 发 出 的 光束 经 分 束 器 P 分 作 光 强 相等 的 两 束 , 分 别 用 光 
电 倍增 管 1, 2 接收 并 进行 计数 , 产生 一 个 一 个 的 光子 信号 输出 . 将 这 些 输出 接 到 相 
天 器 上 , 就 发 现 光子 的 到 达 并 非 完 全 无 规 的 , 而 是 存在 如 图 5.7 所 示 的 群 聚 效应 . 


P icd 
TELET 0 


图 5.7 黑体 辐射 源 (a) 与 激光 源 (b) 的 二 阶 相关 测量 
参见 文献 [13] 


横 坐 标 为 光束 1 相对 于 光束 2 的 延迟 时 间 . 纵 坐 标 为 光电 倍增 管 1, 2 上 的 相 
天 计数 或 称 为 光子 符合 计数 . 用 二 阶 相关 函数 来 表示 , 便 是 
g2(7) = e nett D) 51) 
元 二 (ni(t)) = (na(t  7)) 


AP ni(t), na(t4- 7) 分 别 为 光电 倍增 管 1, 2 EXE t, t+r 时 记录 到 的 光子 数 , 延迟 
时 间 为 r. 只 有 在 ni(t), n2(t 十 7) 均 不 为 零 ， ni(t)n2z(t 十 7) TAIF, 故 称 为 符合 
计数 . 将 ni(t)n2z(t 十 7) 对 观察 时 间 t 求 统 计 平 均 , 用 ( ) 表示 , 然后 用 n? 除 , 进行 
规 一 化 , 就 作为 经 典 的 二 阶 相关 函数 92(r) 的 定义 . 这 里 的 光子 数 n(t) 可 理解 为 与 
光 强 成 正比 的 量 , 而 I(t) = E-(t)E* (t), E- (t) E E*(t) 是 可 以 对 易 的 . 关于 量子 
的 二 阶 相关 函数 定义 下 面 还 要 讨论 到 如 果 用 黑体 辐射 作为 光源 S, 便 得 曲线 (a), 
这 曲线 表明 当 光 束 1, 2 到 达 光 源 面 的 相对 延迟 时 间 7 减少 时 , g(r) 增加 ; 234 7 一 0 
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时 , g2(7) — 2; 4H24 r 增 大 时 , g?(7) 由 2 逐渐 下 降 到 1, 趋向 于 不 相关 . 这 种 7 变 小 ， 
相关 变 大 , 趋向 同时 到 达 的 现象 就 是 光子 的 群 聚 效应 . 如 果 用 激光 的 单 模 输出 作为 
光源 做 同样 实验 , 则 得 曲线 (b)a2 13), 这 又 表明 激光 光源 的 光子 mi, n 是 完全 不 
相关 的 , 故 9%2(r) 近 于 1. 同样 , 图 5.8 为 对 少数 钠 原 子 的 共振 问 光 光源 作 光 子 相关 
测量 23716] 当 很 小 时 , g?(7) 为 0, 亦 即 光子 的 二 阶 相关 函数 为 0. 这 表明 光子 趋 
向 不 同时 到 达 , 与 图 5.7 曲线 (a) 的 情形 完全 相反 , 故 称 之 为 反 群 育 . 图 5.7 (a), 
(b) 的 群 聚 与 不 群 聚 均 可 用 经 典 光 场 理 论 进行 解释 ; 但 图 5.8 中 的 反 群 聚 , 则 只 能 
用 量子 理论 , 即 非 经 典 光 场 来 解释 . 关于 经 典 光 场 与 非 经 典 光 场 , 下 面 还 要 仔细 讨 
论 , 这 里 只 是 简单 讨论 经 典 理 论 与 量子 理论 解释 的 区 别 . 为 简单 起 见 , 设 入 射 到 图 
5.6 中 光电 倍增 管 1, 2 上 的 光束 的 相对 延迟 时 间 为 + = 0. 从 经 典 理 论 来 看 在 光电 
倍增 管 1, 2 上 观察 到 的 光 信 号 同时 到 达 或 符合 计数 的 概率 x (I+ r) 一 I(t), 
考虑 到 光 信 和 号 的 强度 I(t) 与 光子 数 n (6) 成 正比 , 故 由 (5.7.1) 式 定义 的 二 阶 相关 函 
数 g?(r) 又 可 写 为 

g^ (r)l-—.o = (6) / ((0)* (5.7.2) 


0 
0 10 20 30 40 50 00 70 380 90 
r/ns 


图 5.8 ”光子 相关 测量 
e: N/y Z 2.2; o: N/A — 1.1. 实 线 为 理论 曲线 
参见 文献 [15] 


对 于 单 模 输出 的 激光 , 因 服从 Poisson 分 布 (2(0)) = UE), 故 有 


g^(r))-—o — 1 (5.7.3) 


对 于 黑体 辐射 混沌 光 , 下 面 将 证 明 (72(0) = 2 (1(t))”, 故 有 
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g^(r)l-—.o — 2 (5.7.4) 


这 样 (5.7.3) 和 (5.7.4) 式 就 给 出 图 5.7. 曲线 (a), (b) 24 7 一 0 时 , 二 阶 相关 g2(7) 
分 别 趋 近 于 2 与 1 的 解释 .但 不 能 用 经 典 理论 解释 图 5.8 24 7 一 0, g?(7) — 0 
对 单个 或 少数 钠 原 子 共振 荧光 的 光子 相关 测量 结果 . 经 典 理论 断言 , 光束 到 达 分 束 
器 后 , 一 半 走 入 光电 倍增 管 1; 另 一 半 走 入 光电 倍增 管 2, 不 大 可 能 实现 二 阶 相关 


on = COUP o, a= (m(t) = (no(). 而 量子 理论 则 断言 , 原子 由 激 


发 态 距 迁 到 基态 , 辐射 出 一 个 光子 , 这 个 光子 到 达 分 束 器 后 , 要 么 透 过 分 束 器 走 入 
倍增 管 1, 要 么 反射 走 入 倍增 管 2. 不 可 能 光子 的 一 半 走 入 1, 而 另 一 半 走 入 2. 另 
一 方面 , 因原 子 已 跃迁 到 基态 , 不 可 在 极 短 时 间 内 再 辐射 第 二 个 光子 . 如 光子 数 ma 
和 n» 按 表 5.1 方式 分 配 , 就 可 能 实现 反 群 聚 、 无 群 聚 或 群 聚 . 


No. 


3 
. 
| 
p= 
3 
2 
N 


— 
3 


S 
S 
3 
E: 


CD 


现在 我 们 讨论 通过 双 光 子 吸 收 实现 反 群 聚 的 途径 . 图 5.9(a) 为 混沌 光 的 光 强 
起 伏 I(t); 图 5.9(b), (c) 为 经 双 光 子 吸收 后 的 光 强 起 伏 , 很 明显 , 经 双 光 子 吸收 后 ， 
尖峰 被 削 平 . 这 是 因为 双 光 子 吸收 概率 x I?, 混沌 光 中 尖峰 处 产生 双 光 子 吸 收 概率 
最 大 , 而 低 止 处 概率 很 小 . 尖峰 处 正 是 产生 光子 群 聚 或 光子 符合 的 地 方 . 如 果 将 这 
些 削 挥 则 显然 得 出 无 群 聚 或 反 群 聚 的 光子 分 布 . 由 于 双 光 子 吸收 , 二 阶 相关 函数 下 
降 为 图 5.10 所 示 lS. 除 双 光子 吸收 外 , 二 次 谐 波及 共振 荧光 均 能 产生 反 群 聚 . 


5.7.2 ”经 典 光 场 与 非 经 典 光 场 


(5.7.1) 式 定 义 的 二 阶 相关 函数 g(r) 中 涉及 的 求 统计 平均 ( ) 是 按 经 典 统计 
对 时 间 t 求 平均 , 而 不 是 按 量子 统计 对 量子 态 求 平均 . 对 g(r) 可 证 明成 立 着 如 下 
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I(t) 


(a) 混沌 光 的 强度 起 伏 -po0 和 (c) 经 双 光 子 吸收 后 的 强度 起 伏 


5.9 


一 一 > 双 光 子 吸收 率 
5.10” 双 光子 吸收 对 二 阶 相关 函数 的 影响 
---: 初始 为 混沌 光 , —c: 初始 为 相干 光 
参见 文献 [16] - 
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的 不 等 式 . 如 图 5.6 所 示 的 平稳 随机 光源 S 经 狭 颖 及 分 束 器 分 束 后 得 (t), It+r), 
分 别 入 射 到 光电 倍增 管 1, 2 E, r 为 相对 延迟 时 间 . 于 是 


g2(r) = UE S D SEND T= (0) (5.7.5) 
一 方面 按 Hardy 不 等 式 (1?(0)) > ((0)), 便 得 
g^(0) > 1 (5.7.6) 
男 一 方面 按 Schwarz 不 等 式 (72(0)) (I2(7)) > UOY, 便 得 
9 (0) > g^(7) (5.7.7) 


不 等 式 (5.7.6) 和 (5.7.7) 可 看 作 经 典 场 与 非 经 典 场 的 判 据 . 凡 满 足 (5.7.6) 和 (5.7.7) 
不 等 式 的 为 经 典 场 , 否则 为 非 经 典 场 . 图 5.7 和 图 5.8 中 绘 出 了 热 辐射 场 (混沌 光 
场 )、 相 干 光 场 及 钠 原 子 荧光 场 的 二 阶 相关 函数 测量 . 前 两 种 光 场 分 别 满足 Planck 
分 布 与 Poisson 分 布 . 在 涉及 二 阶 相关 函数 所 表现 的 统计 起 伏 中 , 这 两 种 场 的 量子 
行为 是 不 明显 的 , 可 用 满足 Maxwell 方程 的 波动 方法 来 处 理 . 下 面 将 证 明 这 两 种 场 
的 二 阶 相关 函数 g(r) 也 满足 (5.7.6) 和 (5.7.7) 3X, 故 为 经 典 场 . 但 对 后 一 种 荣光 
场 , 其 量子 特征 是 很 明显 的 , 不 能 用 经 典 场 方法 来 处 理 . 因 二 阶 相关 违背 上 面 不 等 
X, 故 属 非 经 典 场 . 

现 对 热 辐 射 与 相干 光 两 种 经 典 场 的 二 阶 相关 函数 g? (7) 进行 计算 . 参照 (5.1.25) 
式 可 求 黑 体 辐 射 的 光子 起 伏 为 


An? = m2 一 和 一 元 十 元 ? (5.7.8) 


这 是 一 个 状态 内 的 光子 起 伏 . 如 果 是 两 个 互相 独立 的 状态 , 分 别 设 为 “1” 与 “2”， 
则 两 个 状态 的 光子 起 伏 为 


(Ani + Ang)? = An? + An? + 2Ani Anz 
两 个 状态 的 起 伏 Ani, Ano 也 是 独立 的 . 故 有 An An = 0 
(Ami + An2)? = An? + An? (5.7.9) 
由 (5.7.8) 和 (5.7.9) 式 , 并 设 m m a m n/2, hn % hv», 则 
An?-—n4n^/2, n=n +n (5.7.10) 
将 (5.7.10) 式 推 广 到 N 个 相近 的 状态 , 即 


hvi x hv TT: x hvy, nı Ri To R2 n/N 
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则 有 


Si 
十 


元 
N (5.7.11) 


n —mni-cmo-crT::---nwN 
(5.7.8) 和 (5.7.11) 式 右 端 两 项 有 着 不 同 的 物理 意义 . 第 一 项 表现 光 的 粒子 性 ， 因 为 
粒子 起 伏 满足 An? = n; 第 二 项 表现 出 光 的 波动 性 , 因为 波动 干涉 使 得 振幅 的 涨 落 
正比 于 振幅 的 平方 和 . 这 样 就 得 到 光子 的 涨 落 与 光子 的 平方 成 正比 , 即 
N = > ažeilwt+os) ` ae iwttex) — ` a$ 
7 " 7 


An? =n? — n? 


一 一 一 一 一 一 一 一 5 一 一 一 一 一 一 一 一 一 2 
[E a5 eiCetre;) ) (Y: ake —i(wt-4-vxr) [E J 
j j 


)- 
m— (z) 


(5.7.12) 


j j* k 


JURE (5.7.11) 式 应 用 于 图 5.6 所 示 的 光子 符合 计数 实验 . 进入 光电 倍增 管 1, 2 
的 光子 用 na, ng 来 表示 , 于 是 有 


-= \2 
An? =ñ4 + ñg + Pa s 
E s mE (5.7.13) 
- n5? NANBp 
二 NA 十 N 十 名 已 十 N 2 N 
为 一 方面 
An? = An?, + An? +2An4Anpg (5.7.14) 


比较 (5.7.13) 与 (5.7.14) 式 , 便 得 


Am4A7mB = UE (5.7.15) 
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与 前 面 的 独立 状态 的 An1An2 = 0 不 一 样 . 这 里 的 Ana, Ang 不 是 独立 的 , 而 是 
存在 由 (5.7.15) 式 所 表示 的 相关 性 . 注意 到 (5.7.15) 式 中 的 Ana, Ang 为 同时 的 ， 
BH Ana(t)Ang(t) = E 对 于 有 延 时 7 的 情形 


一 -一 oo 2 
An A(t + T)Ang(t) = Ana(t)Ang(t) J S(v, vo)e!"" dv 
0 


» (5.7.16) 
n S(v,vg)dv = 1 
0 
式 中 S(v,vo) 为 规 一 化 的 线 型 函数 . 由 (5.7.15) R, 便 得 
ol oo 2 
Analt 4- T)Ang(t) = us | S(v, voe!" dv (5.7.17) 


当 取 定 谱 线形 状 S(v, ep 则 得 / st» vo)el"" ze 7/2. EN 
阶 相关 函数 : 


(元 4 十 An A)(fg 十 Ang) O An (t T T)Anzg(t) 


9 (7) = 一 一 一 - +1=1+e- Y/N 
NANB NANB 
(5.7.18) 


对 服从 Poisson 分 布 的 单 模 激光 , (5.7.8) 式 应 换 为 
An? 二 元 


应 用 同样 分 析 方 法 , 得 
AnA(t)Ang(t) =0 
g^(r)21 
FH (5.7.18) 和 (5.7.19) 式 给 出 的 g? (7) 明显 满足 不 等 式 (5.7.6) 和 (5.7.7), 故 为 经 典 
场 . 而 且 当 7 — 0 时 , (5.7.18) 和 (5.7.19) 式 便 过 渡 到 前 面 讨论 中 已 用 到 的 (5.7.4) 
和 (5.7.3) 式 . 
上 面 讨 论 了 两 种 经 典 场 及 其 二 阶 相关 函数 g? (7). 对 于 非 经 典 场 就 要 用 量子 二 
阶 相关 函数 来 描述 . 参照 高 阶 相关 函数 定义 (5.4.17) 式 . 量子 的 规 一 化 的 二 阶 相关 
RAR g2(7) 可 定义 为 (量子 场 的 二 阶 相关 函数 仍 用 g? (7) 表示 ) 


(5.7.19) 


g2(7) = (E (0)E- (7)E (r) E* (0)) 
Uz- Et Y! 

式 中 求 平均 是 指 对 量子 态 求 平 均 , 而 且 Et 与 E- 是 不 可 对 易 的 . 特别 是 对 于 单 模 

场 情形 , 展开 (5.5.4) 式 只 需 取 其 中 的 一 项 , 于 是 (5.7.20) 式 可 简化 为 


(5.7.20) 
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2(7) = (alataa) B (ai (aat — 1)a) 


(ata) (ata) (5.7.21) 


式 中 ma 为 单 模 的 光子 数 , 元 为 单 模 光 子 数 的 平均 值 . 最 简单 的 情形 是 处 于 本 征 值 
为 ni 的 光子 数 态 , 有 


ni—1 


9 (7) = (5.7.22) 


(5.7.22) 式 对 于 所 有 的 7 均 成 立 . 这 显然 与 不 等 式 (5.7.6) XE, 故 为 非 经 典 场 , BH 
光子 数 态 为 非 经 典 场 . 虽然 光子 数 态 为 非 经 典 场 , 但 前 面 讨论 的 经 典 场 可 用 光子 数 
态 的 概率 分 布 来 描述 . 例如 , 光子 数 按 Poisson 分 布 的 场 为 经 典 场 , 具有 光子 数 n 
的 概率 为 

已 ;三 元 ie n! (5.7.23) 


即 
An? = ñ (5.7.24) 


此 即 用 来 导出 g?(7) = 1 的 关系 式 . 按 (5.7.21) R, 有 


— 1 
ni 
义 如 热 辐射 即 混沌 光 场 的 光子 数 概率 分 布 为 
P, — nDP/( 十 元 二 ma (5.7.25) 
由 此 可 导出 
n] =X nlP, = 20 + (5.7.26) 


这 与 关系 式 (5.7.8) 为 相同 . 
5.7.3 ”原子 共振 灾 光 场 的 二 阶 相关 函数 分 析 

己 知 光子 数 态 |n) 为 非 经 典 光 场 .而 原子 的 共振 菊 光 表现 出 反 群 聚 当 r 一 
0, g(r) 一 0. 这 是 图 5.8 钠 原 子 共振 痰 光 的 实验 结果 , 也 容易 从 原子 的 发 光 过 程 得 
到 理解 . 因原 子 发 射 一 个 光子 后 , 已 跃迁 到 基态 , 不 可 能 再 发 射 第 二 个 光子 , 给 出 光 
子 符合 计数 ; 除非 7 z 0, 原子 又 重新 问 到 激发 态 , 发 射 第 二 个 光子 , g? (7) 才 不 为 0. 
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对 二 能 级 原子 共振 荧光 , 辐射 场 的 量子 二 阶 相关 函数 可 由 下 式 计算 : 
2 (E (0)E (t)E* (t) E (0)) 
g (t) = OO 
(E (o0) E* (o0) 
考虑 到 原子 跃迁 辐射 荧光 的 物理 过 程 , 场 算 符 可 通过 原子 的 上 升 与 下 降 算 符 表 示 


为 [14] 
E*(r,t) = f(r)o (t-r/o), o~ =|1)(2| 


(5.7.27) 
E-(r,t) = f*(r)o*(t-r/), e* - 2) 
式 中 f(r), f(r) 为 c 数 ,于 是 有 
jq 2 OTO- (o7 (0) (5.7.28) 


(o+(cojo (00))* 
(5.7.28) 式 的 分 子 涉及 双 时 相关 函数 . 但 可 应 用 Lax 的 量子 回归 定理 1 使 之 变 为 
单 时 相关 函数 的 计算 . 这 个 定理 表明 , 车 


(A(t)) = a(t) (Ai(0)) 


(B(0)À ó(0)) = 2 “0 ) (Ê(0 Ai(0)C(0)) (5.7.29) 
式 中 Å, B, C 为 算 子 . 
通过 解 二 能 级 原子 的 Bloch 方程 , 可 得 
(a+ bo (t)) =a (t) + a(t) (a+ (0)) + os(t) (e (0)) X. 


则 


+oalt) (o+ (0)o~(0)) a 
通常 我 们 关心 的 是 系统 经 过 长 时 间 演 化 后 到 达 的 稳 态 解 , 不 依赖 于 初期 , 即 
(o (00)0o (oo)) = a1(00), o2(oo) = 03(00) = aa(co) = 0 (5.7.31) 
将 (5.7.30) 式 代 入 (5.7.29) 式 , 便 得 
4o (0)o* (t)a- (bo (0)) = a(t) (ot+(0)o ~ (0)) (5.7.32) 
为 求 得 oa (0), 可 解 p22(t) = (o+ (t)o- (t)) 的 变 率 方程 : 
pa = R — 2»p; (5.7.33) 


式 中 OR AHRHAZ, 27 为 阻尼 , 易 得 出 


pa» (t) = R/2*|1 — exp(—24t)] + p25(0)e 7? (5.7.34) 
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比较 (5.7.30), (5.7.34) 及 (5.7.28) XX, 得 


a(t) = R/25[1 — e^? 
g(t) =1- e” 
方程 : 


dt 


= iN /2(p21 — p12) 一 270232 
doo . 
dt 


=—(Y +iA)p21 + iQ (p22 — p11) 
pii + p22 — 1, 


p12 = 021 
p22(0) = p12(0) = p21 (0) = 0 精确 到 22? 的 解 为 
E N?/4 
= EE. 
A — wg —uw 


[1 + exp( 241) — 2 cos At exp( —4t)] 
A 为 光 稍 频率 相对 于 原子 跃迁 频率 的 失 谐 . 由 (5.7.28) 式 得 


g^ (t) = 1 + exp(—24t) — 2cos Atexp(—^t) 
藻 光 泵 抽 运 频率 与 原子 频率 为 共振 A = wo -w = 0 则 有 


g^(t) = (1 — exp( 0)? 
图 5.11 给 出 g?(t) 随 t 的 变化 曲线 . 


一 个 
+ 
一 
C D 
e 


Yt 
图 5.11 g°(t) 随 t 的 变化 曲线 
虚线 为 变 率 方程 解 , 实 线 A:A=0;B:A=7Y;C:A=2y 


参见 文献 [14] 


一 般 说 来 , 为 求 得 p22(t) 的 准确 解 , 应 解 在 外 场 驱动 下 二 能 级 原子 满足 的 Bloch 
dp22 
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(5.7.35) 


(5.7.36) 
HARHAA, Rabi 频率 2) 不 大 , 且 略 去 碰撞 加 宽 ， > = y, 满足 初始 条 件 
p22(t) 


(5.7.37) 


(5.7.38) 
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(5.7.38) 式 的 g2(t) 为 单 原子 辐射 的 二 阶 相关 函数 ， 若 为 多 原子 辐射 ， 参照 定义 
(5.7.28), 可 推广 为 25, 19 


GA(t) 2 E (5.7.39) 


A ijkl 和 ij 为 对 不 同 原子 求 和 . 考虑 到 
>》 (e? (0)of (t)o, (tor (0)) = N (ot (0)e* (2)o- (bc (0)) 
ijkl 
*N(N — 1){(o (0)o (6) (ot(t)o (0)) + (a+ (0)e7 (0) (ot (£)o- ()) 

2 (oi (0)o5 (0) = N (o+ (0e (0) 

. (5.7.40) 
(5.7.40) 式 右 边 为 单 原子 的 相关 函数 . N 为 原子 数 . 将 (5.7.40) 式 代 入 (5.7.39) 5X, 
便 得 

G° (t) = [g^ (t) + (N — 1)(g (P? + 1)]/N (5.7.41) 
g^ (t), g (t) 分 别 为 单 原 子 的 二 阶 、 一 阶 相关 函数 . N 个 原子 的 一 阶 相关 函数 G (t) 
与 单 原子 同 , 即 


ot(0)o- 
Gl(t) = g! (t) = E E (5.7.42) 


应 用 上 面 解 变 率 方程 求 单 原子 相关 函数 及 公式 (5.7.40), 便 可 计算 多 原子 三 能 
级 级 联 辐射 的 相关 函数 , 并 与 实验 结果 进行 比较 . 

图 5.12 所 示 三 能 级 原子 基态 被 抽 运 到 激发 态 2 后 , 产生 级 联 辐射 wo 跃迁 到 
能 态 1, 再 产生 wi 辐射 , 跃迁 到 基态 0. 各 能 级 布 居 数 变 率 方程 为 


W, 03, 2^y» 


Wis, Ois; 2 


图 5.12 ”三 能 级 原子 级 联 辐射 
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"s = R — 2*2p22 
Seu = 272022 — 271011 (5.7.43) 
Seno = —R + 21 p11 
解 为 
p22(t) = (p22(0) 一 已 /272) exp( 一 272t) + R/2%2 
pai (t) = (p11 (0) — R/251) exp( 25) + R/2 (5.7.44) 
—(272p22(0) — R) (exp(—271t) — exp( -2521))/2(* — 72) 
TEX Gi (£)o; (t)o; E D 
2 O; 0)c7 (t)o; (t 
^ij) = Vat (oo)or (00)) (oF (s9)e; (59)) 
1,2 —1,2 


参照 上 面 量子 回归 理论 方法 , 便 得 
922(t) = 921 (t) = 1 — exp(—272t) 
gii (t) = (m ( — exp(-29t)) — 72(1 — exp(—271t))}/ (71 — 2) (5.7.45) 
giz(t) = gii (t) + Qm / R) exp( 25) 
义 根 据 实验 情况 略 去 (5.7.41) 式 一 阶 相 关 函 数 的 影响 , 当 N > 1, 于 是 可 取 近 似 
Gij (t) = g5(/N +1 
G32 (t) = Ga (t) = Gu (t) ~ 1 (5.7.46) 
G2 (t) ez zi exp(- 2yıt)+ 1 
图 5.13 为 Clauser 对 Hg 原子 级 联 辐射 做 的 二 阶 相关 测量 .t+ > 0 的 函数 按 
Gt (DI? 给 出 , t < 0 t [Gh COP AH, 点 为 实验 测量 结果 , 参数 L = 1.42. dE 
意 上 面 按 (5.7.45) 式 定义 的 gfs(t) 与 ga, (t) 是 不 一 样 的 . g(t) 指 先 辐射 wo 光子 ， 


t 时 后 辐射 w 光子 的 相关 符合 计数 ; 921 (t) 指 先 辐射 wi 光子 , t 时 后 辐射 w 光子 
的 符合 计数 . 


5.7.4. MEF REFE” 与 EPR 悖 论 


(1) 实验 观察 
通过 自发 的 参量 下 转换 (SPDC) 而 获得 的 双 光 子 源 (一 对 相关 光子 ), 可 实现 


5.7 光子 的 二 阶 相 关 函 数 、 群 聚 与 反 群 聚 效应 、 鬼 态 干 涉 与 粒子 的 纠缠 态 - 151 - 


t/ (10^ 7s) 


图 5.13 Hg 原子 三 能 级 级 联 辐射 相关 测量 
参见 文献 [14], [18] 


鬼 态 干涉 与 衍射 花样 的 观察 4. 图 5.14 为 实验 示意 图 . Ar 离子 激光 入 射 到 BBO 
WEE, 经 参量 下 转换 后 产生 一 对 偏振 互 为 垂直 而 波长 很 接近 的 o 光 与 e 光 , 和 A。 = 
Xe S 2Xp， 经 Thompson 棱镜 BS DQR, 反射 e 光 (信号 频 ) 经 单 颖 或 双 缝 衍射 及 
滤 光 片 fa 及 狭 缝 最 后 进入 直径 为 0.5mm 探测 器 D, 透射 o 光 (闲置 光 ) 经 f 及 
光纤 扫描 进入 探测 器 Do, 由 Di, Da 的 输出 信号 进入 符合 计数 , 符合 时 间 为 1.8ns， 
输出 符合 计数 Re 作为 泵 浦 的 Ar 离子 激光 , A, = 351nm, FWHM( 半 极 大 全 宽 ) 为 
2mm, 发 射 角 为 0.3mrad, 而 闲置 光 在 离 分 束 BS 1.2m 处 入 射 到 0.5mm 直径 多 模 光 
Fm, 输出 到 男 一 光子 计数 器 Do E. zs 为 光纤 输入 端的 水 平 位 置 , 可 横向 移动 . 
这 个 za 也 可 看 成 D» 的 横向 坐标 . 图 5.15 示 出 观察 到 双 缝 干涉 衍射 花样 . 干涉 花 
样 周期 已 测定 为 za = 2.7 土 0.2mm. 干涉 花样 轮廓 中 心 极 大 与 极 小 间 的 距离 估计 为 
Ta = 8mm. zq, za 的 理论 值 分 别 为 zz = 2.67mm, za = 8.4mm. 经 曲线 拟 合 , 观察 
到 的 干涉 衍射 花样 与 按 Young 氏 公 式 计算 的 基本 相符 . 


Re(£2) « sinc? (2) cos? (5) (5.7.47) 


(5.7.47) 式 中 a, d 分 别 为 缝 宽 与 双 颖 间距 , A = 2A, , 而 zo 为 由 狭 颖 经 BS 回 到 
BBO XH BBO 经 BS 沿 闲置 光路 径 到 达 D， 的 光纤 扫描 点 的 总 距离 . 符合 计数 虽 
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< 


i 35lnm Q 


Ar 激光 


7102nm 


图 5.14 BS TIPSEUS E EA 


-8 6 -4 2 0 23 4 6 8 
探测 器 2 位 置 /mm 


图 5.15” 双 缝 干涉 花样 
参见 文献 [44] 


然 表 现 出 干涉 衍射 花样 , 但 单个 探测 器 的 计数 率 当 扫描 Di 或 D。 时 仍 为 常数 . 还 
注意 到 在 探测 器 Di E, 不 存在 一 级 干涉 条 纹 , 因 SPDC 的 发 散 角 > A/d. 当 Di 
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移 到 轴 外 点 , 相应 的 干涉 衍射 花样 由 xz。 = 0 轴 上 点 移 至 轴 外 点 . 

(2) 量子 理论 

为 解释 双 光 子 符合 计数 实验 观察 到 的 干涉 衍射 花样 , 可 从 I 型 SPDC 中 一 个 
条 浦 光子 转化 为 偏振 互 为 正 交 的 双 光 子 纠缠 态 的 量子 模型 出 发 , 首先 由 频率 及 相位 
匹配 条 件 得 出 ws +wi = wp, ks + ki = ky , 波 矢 方程 的 横向 分 量 为 


ks sino, = k; sin a; (5.7.48) 


HARDA ks = 5, ki =. EM Snell 定律 得 
c/ns c/ni 


ws SÌN Qs = wi SÌN Qi (5.7.49) 


os, oi 分 别 为 s( 信 号 无 )，i( 闲 置 光 ) 光 从 晶体 界面 折射 出 来 的 折射 角 ， 当 w。 = 
wi = Wp/2 时 , RA as =a; , 这 时 i 光子 与 s 光子 为 简 并 的 . 一 般 来 说 每 一 个 简 并 
光子 的 传播 方向 均 有 较 大 的 不 确定 度 , 但 只 要 测定 了 其 中 一 光子 例如 i 光子 的 传播 
方 同 o; 便 可 按 as = a; 判定 s 光子 的 传播 方向 as, 反 过 来 也 是 这 样 . 故 当 一 个 s 
光子 通过 双 颖 进入 Di Wf, 那 男 一 与 之 匹配 的 i 光子 在 o, 的 镜 向 进入 Do. 也 就 是 
说 BBO 品 体 表面 有 如 一 面 反射 镜 . 根据 滤 片 带宽 及 晶体 色散 , 相位 匹配 可 确定 散 
射 角 as = o; 在 30mrad . 

图 5.16 就 是 根据 这 一 考虑 绘 出 的 简化 实验 示意 图 . 图 中 的 zo 即 双 缝 至 D; 的 
距离 , 即 (5.7.47) 式 中 z2. d 为 双 颖 的 距离 , a JAR. 现 从 符合 计数 率 Re 来 导出 
公式 (5.7.47). Re 即 一 对 光子 分 别 被 Di, Ds 同时 探测 到 的 概率 Pi. 对 于 SPDC 
来 说 P. 应 正比 于 二 阶 相关 函数 ( E+ Ef 》 的 平方 , 即 


(b) 
图 5.16 简化 实验 示意 图 
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Re x Pia = (E; E, E} ET) = | ( E} Ej) (5.7.50) 


而 
(E, E, E] Ej) = (YET Ej Ej Et W) 


Iw) 即 双 光 子 纠缠 态 (纠缠 态 的 意义 , 下 面 还 要 详细 讨论 ), 可 表示 为 
Ww) = |0) + e(atalei?4 + pto eis) |o) (5.7.51) 
2A. eB JRE A, B 点 的 相位 , at，al (b, 6) 为 光子 的 产生 算 符 , 参看 图 
5.16(b), (5.7.50) 式 中 Ef, Ej 即 在 探测 器 Di, D。 上 的 场 算 符 可 分 别 表 示 为 
Ej] = ase 741 十 beleral 
Ej = aieler42 + p, elergz (5.7.52) 


rA;(rB;) 为 自 ACB) 到 探测 器 j 的 光 程 , 将 (5.7.51) 和 (5.7.52) 式 代入 (5.7.50) X 
中 便 得 


Re x Pio = e?e kra toa) 十 ei(krB 十 PPB)|2 
xl + cos(k(rA — rpg) 4- Av) 
Au = PA — YB (5.7.53) 
4 (5.7.53) 式 中 的 Ap = 0( 为 简便 计 ). 并 注意 到 
74 二 741 十 742 二 7C1 十 rC2， TB 三 7B1 十 7B2 三 7D1 十 7TD2 


义 设 由 D; 至 C 与 DD 的 距离 相等 , rcl = rpl, FÆ ra- 一 rB = rea —rpa a 2Z20Q/ z», 
(5.7.53) 式 可 写 为 


d 
Ro (22) « cos? E: ) (5.7.54) 


(9.7.54) 式 即 Young 氏 双 颖 干涉 花样 , 这 结果 告诉 我 们 即使 双 颖 是 在 信号 光 的 一 侧 ， 
仍然 可 在 闲置 光 的 一 侧 通 过 扫描 探 针 Da xo 方向 ) 观察 到 干涉 花样 , 这 干涉 花 
样 等 价 于 图 5.16(b) 在 Di 处 放 一 点 光源 在 Do 处 看 到 的 干涉 花样 , 至 于 图 5.15 中 
“ 鬼 态 ” 衍射 花样 的 计算 只 需 将 (5.7.53) 中 的 一 项 对 单 颖 坐标 zo 积分 就 可 以 了 . 


2 


~ sinc? (==) (5.7.55) 


a/2 
J dzo exp(—ikr(zo, £2)) 


—a/2 


Roc (22) oq 


如 果 是 双 缝 , 则 (5.7.53) 中 包括 两 项 , 分 别 对 各 自 的 缝 宽 积 分 , 最 后 结果 便 是 (5.7.47) 
A, 这 样 , 简化 的 量子 理论 使 我 们 得 出 (5.7.53) 式 , 并 进一步 得 出 (5.7.54), (5.7.55). 
(5.7.47) 式 诸 结果 . 
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这 个 实验 的 重要 意义 在 于 观测 了 闲置 光 即 i 光子 的 oa; 就 能 判定 s 光 的 传播 方 
问 as 一 一 这 在 实质 上 已 经 就 是 Einstein, Podolsky 与 Rosen?! 提出 的 假想 实验 
(gedanken experiment). 即 对 一 个 粒子 进行 观察 就 能 准确 无 误 判 明 男 一 粒子 的 行为 ， 
并 不 影响 这 男 一 粒子 . 据 此 便 认为 现今 的 量子 力学 是 “不 完备 的 ”. 下 面 作 一 简要 
介绍 . 

(3) EPR 悖 论 

E.P.R 在 其 论文 055) 中 对 量子 理论 的 诠释 提出 了 尖锐 的 批评 , 批评 是 以 悖 论 的 
形式 提出 的 , 扼要 地 说 他 们 认为 量子 理论 对 物理 世界 的 描述 是 不 完备 的 . 他 们 看 来 
一 个 完备 的 理论 应 满足 下 面 要 求 : 

(D 物理 实在 的 每 个 要 素 在 一 个 完备 的 物理 理论 中 均 应 有 所 对 应 ; 

@ 不 需 以 任何 方式 干扰 系统 , 而 能 肯定 地 预言 一 个 物理 量 的 数值 , 就 意味 着 存 
在 一 个 与 此 物理 量 对 应 的 实在 要 素 . 根据 这 个 判 据 , 他 们 想 证 明 目 前 形式 的 量子 理 
论 已 导致 矛盾 的 结果 . EPR 论点 隐 含 如 下 假定 ; 

O 世界 能 分 析 成 一 个 个 独立 的 要 素 “ 实 在 要 素 ”; 

QD 每 一 个 要 素 在 一 个 完备 的 理论 中 都 应 有 一 个 精确 确定 的 数学 量 . 

显而易见 EPR 的 论点 是 针对 量子 理论 来 的 , 因为 量子 理论 假定 , 一 个 系统 的 
全 部 物理 知识 都 包含 在 它 的 波 函 数 中 , 如 果 两 个 系统 的 波 函 数 相同 , 或 者 至 多 差 一 
相位 因子 , 则 说 它们 处 在 同一 状态 中 .EPR 认为 波 函 数 不 能 完备 地 描述 系统 中 存 
在 的 全 部 物理 “实在 要 素 ”. 如 果 EPR 的 理论 是 正确 的 话 , 我 们 就 得 去 寻找 一 更 完 
备 的 理论 , 也 许 是 一 种 包含 隐 变 的 理论 , 而 目前 的 理论 可 能 是 这 种 理论 的 极限 形式 . 

按 目 前 量子 理论 , 当 波 函数 等 于 ou 时 , 我 们 可 以 说 系统 是 处 在 4 具有 本 征 值 
a 的 量子 态 wu F, 在 这 种 情形 EPR 认为 系统 中 存在 一 个 对 应 于 可 观测 量 4 的 实 
在 要 素 , 再 考察 可 观测 量 B, 若 [4，B] z 0, 即 不 可 与 4 对 易 , 不 存在 A 与 B 同 
时 具有 确定 的 本 征 值 的 状态 . 如 果 观 测 B 能 通过 EPR 的 理想 实验 判 据 成 了 “实在 
要 素 ”, 在 一 个 完备 理论 中 应 有 一 个 精确 的 关于 A, B 的 数学 量 , 即 本 征 值 , 而 波 函 
数 捅 述 做 不 到 , 所 以 不 是 一 个 完备 的 理论 . 因为 在 波 函 数理 论 中 有 一 个 测量 干扰 问 
题 , 只 要 [4, B] z 0, 在 对 B 测量 过 程 中 已 对 系统 进行 干扰 , 使 得 系统 已 离开 了 束 
AS pa, 不 再 能 准确 测 到 A T. EPR 设计 的 假想 实验 , 就 是 在 不 干扰 系统 的 情况 
下 测定 B, 这 样 就 达到 了 他 们 的 目的 , 即 “ 量 子 理 论 是 完备 的 理论 ”与 “实在 要 素 应 
在 完备 理论 中 得 到 反映 ”之 间 的 矛盾 . 也 逼 使 我 们 二 者 必 选 其 一 . 现在 我 们 来 看 后 
来 由 Bohm 建议 的 EPR 的 双 原 子 假想 实验 是 什么 . 包含 两 个 原子 的 波 函 数 的 系统 
有 4 个 波 函 数 : 


Qc = u*(1)u-(2), pa = u-(1)u4 (2) (9.7.56) 
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1, 2 表示 1, 2 两 粒子 , 十 ,一 分 别 表示 目 旋 为 h/2, —h/2. 现在 感 兴趣 的 是 Ve, Ya 
即 每 个 粒子 均 具 有 确定 的 自 旋 z 分 量 , 但 总 自 旋 为 零 : 因为 它们 的 上 自 旋 方向 相反 . 


这 个 状态 用 wo 来 表示 便 是 | 


wo = p” — Va) (5.7.57) 
式 中 符号 “” 很 重要 , 如 果 取 “+” 则 总 自 旋 为 A. 
Wi = ge + Va) (5.7.58) 


这 个 “” 或 “4+” 就 代表 波 函 数 相 干 时 为 异 相位 或 同 相位 , 而 且 获 得 了 通过 相干 得 
到 总 自 旋 为 零 的 wo 状态 就 失去 了 作为 单个 原子 在 z 方向 o, 取 确定 相 位 的 sp (或 
va) d, do (或 s) 正 是 我 们 上 面 说 的 “纠缠 态 ”， 反 之 车 获得 了 ve (R 如 ) ds, 
就 失去 了 ue (或 由) 总 之 二 者 必 居 其 一 . 即 当 我 们 说 原子 处 于 o. 有 确定 的 c. 的 
v, (EÈ ya) 就 不 能 说 它们 再 彼此 相干 了 ，EPR 设想 当 两 原子 靠 得 很 近 时 , 由 于 相 
互 作用 , 进行 干涉 , 处 于 总 自 旋 为 “0” 的 如 ds, 后 来 又 分 得 愈 来 愈 开 , 相互 作用 铺 
来 愈 弱 以 致 趋 于 零 , 而 总 自 旋 仍 保持 不 变 . 于 是 测定 了 其 中 之 一 的 o, = 1/2n, 便 
能 判定 (而 不 需 通 过 测量 ) 另 一 原子 o. = —1/2h. 这 就 符合 EPR 设计 的 不 干扰 第 
2 个 原子 但 又 获得 它 的 o. — -1/2 的 假想 实验 , 而 。 也 就 应 是 该 原子 的 物理 的 
“实在 要 素 ”. 同样 办 法 也 可 得 or, oy 的 值 , 而 不 干涉 该 原子 . 于 是 05, Oy, 0; 均 
应 成 为 原子 的 “实在 要 素 ”, 均 应 在 波 函 数 的 理论 中 得 到 反映 , 可 是 [os, o] #0, 
loz, o4] £ 0, 没有 这 样 的 波 函 数 呀 ! 现在 的 问题 在 哪里 呢 , 即 EPR 的 (3), (4) RE 
完全 违反 量子 理论 的 假定 的 , 世界 并 不 必 分 解 为 一 系列 的 “实在 要 素 ”, 而 每 一 个 
这 样 的 要 素 在 一 个 完备 的 理论 中 也 并 不 必 对 应 于 一 个 可 同时 精确 测量 的 量 , 在 波 函 
数 的 描述 中 , 这 些 “ 要 素 ” 只 有 统计 的 对 应 ,而 且 在 应 用 加 — gU - du) 方法 
测定 1 原子 的 o: = 1/2h, 判定 2 原子 o, = —1/2h 时 , wo 就 由 仪器 的 作用 变 成 了 
vh = We tah), o, B 为 任意 相位 , 这 表明 两 原子 不 再 相干 , 终止 了 “纠缠 
A”, 又 如 何 能 实现 os, o, 的 测量 呢 ? 

5.7.5 Bell 不 等 式 与 粒子 的 纠缠 态 


在 双 光 子 鬼 态 干涉 实验 中 已 涉及 粒子 的 纠缠 态 与 EPR FE. 当 双 粒子 的 量子 
态 不 能 表示 为 公式 (5.7.56) 乘积 形式 , 而 是 公式 (5.7.57) 和 (5.7.58) 非 乘积 的 形式 
时 便 称 之 为 纠缠 态 . 这 个 词 最 早 由 Schrodinger 给 出 . 对 纠缠 态 的 研究 之 所 以 重要 
主要 是 EPR 悖 论 关 于 量子 理论 基础 研究 引起 的 . EPR 从 实在 论 “ 客 体 存 在 并 具有 
独立 于 实验 观察 的 客体 属性 ”的 哲学 思想 出 发 , 来 探求 量子 理论 基础 . 他 们 提出 了 
“实在 要 素 ”“ 判 定 为 实在 要 素 的 方法 , 即 不 去 扰动 它 便 能 预言 其 数值 ”. “实在 要 
素 应 在 完备 理论 中 有 所 反映 ”. 还 要 补充 一 点 即 “ 两 个 分 离 的 类 空 粒子 不 存在 超 距 
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相互 作用 ”. EPR 所 依据 的 前 提 及 其 推论 应 该 是 无 懈 可 击 的 . 但 有 一 点 含混 之 处 ， 
即 “观察 到 A 的 自 旋 为 cx = 1/2h, 便 由 此 “预言 > B 的 自 旋 也 应 是 o, = —1/2h, 
理由 是 它们 的 总 自 旋 为 零 . ”但 “预言 ” 并非“ 实测 ”真正 要 将 B 的 自 旋 “ 实 
测 ” 出 来 , 就 不 那么 容易 了 . hrs 己 指 出 的 在 对 A 进行 观测 Wurzel 
JH oo 在 测定 4 的 自 旋 为 o, = 1/2h 以 后 , SLEUBUL SIS -HA oh, 就 of 来 
说 两 粒子 波 函 数 间 相 位 是 无 规 的 . 根本 不 能 根据 4 的 自 旋 为 cx = 1/2h RAE B 
的 目 旋 为 c, = -1/2h. 再 说 EPR 所 设想 的 “测量 A 的 o, = 1/2 不 影响 系统 
B, 因为 A 与 B 是 类 空 的 . ”这 是 将 对 4 的 测量 定 域 化 “locality”. 但 又 根据 A 
的 o, = 1/2 断言 B 的 c, = —1/2h, 即 类 空 粒子 间 存 在 “ 非 定 域 化 的 相互 作用 
(nonlocality interaction) 即 总 自 旋 o 为 零 恒 成 立 ”. 这 就 有 些 奇 怪 了 . Bell 在 研究 了 
Bohr, de Broglie, 特别 是 Bohm 关于 这 一 问题 的 各 种 见解 后 , 已 经 意识 到 EPR ETE 
建立 一 种 隐 变 量 理论 UL. 一 方面 它 是 定 域 的 实在 论 (local realistic theories), 53— 
方面 义 与 “量子 统计 预 RI 为 相符 . 为 了 说 明 什么 是 “ 隐 参 数 ”, 什么 是 “量子 统计 
预测 ”. 我 们 要 暂时 换 到 另 一 话题 , 即 对 “量子 力学 概率 振幅 ”, 对 “量子 力学 测 不 
准 关 系 ” 的 理解 A7) . 有 一 种 意见 认为 “量子 过 程 的 概率 现象 是 否 由 于 我 们 用 来 描 
述 系统 的 正确 变量 无 知 的 结果 . 在 经 典 物理 中 , 概率 的 出 现 就 是 由 于 这 个 原因 , 在 
热力 学 中 , 我 们 测量 了 系统 的 压强 、 温 度 和 体积 , 它们 满足 状态 方程 . 但 在 很 小 的 空 
间 内 , 特别 是 在 临界 点 附近 , 我 们 发 现 这 些 已 不 是 严格 遵守 状态 方程 , 而 是 围绕 状 
态 方程 作为 平均 值 表现 出 大 的 无 规 的 涨 落 . 这 时 决定 论 热 力学 不 再 有 效 , 而 应 代 之 
以 经 典 统 计 的 概率 论 , 热力 学 变量 已 不 再 适用 于 这 些 问 题 , 而 应 代 之 以 分 子 运动 的 
位 置 与 速度 . 分 子 个 数 亦 即 变量 数 为 阿 伏 伽 德 罗 常数 量 级 . 从 热力 学 来 看 它们 是 隐 
变量 . 而 热力 学 恰似 隐 变 量 的 平均 , 隐 变 量 是 不 能 用 热力 学 方法 观察 到 的 . 为 了 找 
到 基本 的 因果 律 , 我 们 必须 采用 个 别 分 子 的 运动 来 描述 . 这 个 发 展 过 程 在 提醒 我 们 ， 
量子 跃迁 的 概率 现象 , 是 否 也 是 类 似 的 原因 引起 的 , 也 许 存 在 一 些 隐 变 量 真正 控制 
量子 跃迁 的 精确 时 间 和 地 点 .” 上 面 所 说 的 即 量子 力学 的 “统计 预测 ”和 “ 隐 参 数 ” 
理论 . 现在 来 看 这 个 隐 参 数 是 不 存在 的 . 量子 力学 的 “统计 预测 ”也 是 不 正确 的 . 关 

于 “量子 力学 的 测 不 准 关 系 ApAz > 有 /2 ”也 有 这 样 一 种 理解 “能 否 设 想 粒 子 (如 
电子 本 身 ) 是 一 种 同时 具有 精确 位 置 和 动量 的 粒子 , 它们 之 所 以 不 确定 , 只 是 由 于 
我 们 不 能 完全 精确 测定 它们 而 已 , 不 然 的 话 , 是 否 要 认为 这 些 量 不 能 完全 确定 的 根 
源 是 在 于 物质 结构 本 身 ?” 从 现在 物理 学 对 这 一 问题 的 认识 , 这 些 量 的 不 确定 乃 是 
物质 结构 本 和 喘 所 固有 的 性 质 , 动量 和 位 置 不 可 能 同时 具有 确定 的 数值 . 按 Bohm 的 
意见 “ 测 不 准 原理 ”这 个 词 最 好 改名 为 “物质 结构 的 有 限 决定 论 原 理 ”. 让 “粒子 同 
时 具有 精确 确定 的 位 置 和 动量 ”的 想法 相当 于 作 “ 隐 变量 ”的 假定 . 即 假定 “ 隐 变 
量 实际 确定 了 位 置 , 动量 在 所 有 时 刻 的 数值 , 只 不 过 我 们 还 不 能 完全 控制 它们 并 精 
确 预 言 它们 而 已 ”. 但 量子 理论 与 这 种 隐 变 量 论 是 不 相 容 的 . EPR 关于 独立 存在 . 
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精确 确定 的 实在 要 素 的 假定 应 当 以 隐 变 量 理论 为 基础 ， 因 为 实在 要 素 的 存在 就 要 
求 有 一 个 关于 这 些 要 素 之 间 的 相互 关系 的 因果 理论 . 再 谈 一 下 定 域 性 (locality) 也 
一 直 是 量子 力学 中 一 直 使 人 感到 困扰 的 问题 . 例如 , 我 们 如 何 理解 一 个 光量 子 击 中 
一 个 直径 约 为 10-scm 原子 的 实验 呢 ? 光 的 波长 约 为 0.5 x 10-4cm, 能 不 能 说 我 们 
已 经 在 一 个 比 其 波长 小 得 多 的 区 域 中 发 现 了 光量 子 ? 回答 是 “仅仅 是 当 光 量子 被 吸 
收 因而 消失 时 , 才能 认为 光 被 定 域 在 这 样 的 小 区 域 中 ”. 但 对 于 电子 来 说 , 定 域 问 
题 就 好 理解 多 了 . 经 典 电子 半径 为 2.8179 x 10-13cm 比 原子 要 小 得 多 , 电子 看 原子 
相对 于 一 很 小 的 星球 看 太阳 . 现在 我 们 回 到 Bell 对 EPR 理论 的 思索 . 他 注意 到 ， 
Bohm 也 已 经 认识 到 , 像 EPR 的 量子 理论 预测 实质 上 是 假定 了 “在 类 空 粒子 间 存 
在 非 定 域 的 相互 作用 . ”Bell 立即 问 这 种 特殊 的 类 空 粒子 间 的 非 定 域 相互 作用 是 否 
就 是 一 般 的 隐 参 理论 的 一 种 表现 形式 . 为 了 证 明 这 一 点 Bell^S 重新 研究 了 由 纠缠 
sy e — qa) 所 描述 的 双 原子 体系 , 它们 的 自 旋 均 为 /2, 但 总 自 旋 为 零 
设 Aa 为 对 原子 1 的 自 旋 在 a 方向 的 分 量 的 测量 结果 , 自 旋 单 位 均 为 /2, 同样 B; 
为 对 原子 1 的 自 旋 在 b 方向 的 分 量 的 测量 结果 , 故 测量 结果 应 为 4a, B; =+. 再 
RE As B; 为 球 对 称 的 单 态 波 函 数 , â ôb 可取 任意 方向 . 在 未 讨论 Bell 理论 以 
前 , 我 们 先 讨论 4a B; 的 量子 力学 计算 方法 . 用 期 待 值 Eâ, 站 jw 来 表示 量子 力学 
方法 计算 得 的 结果 : | 
[E(à,5)]y = (Y| o: - ama - b |y) = —à- (5.7.59) 
Xi a=b, WA . 
[E(à, b)| = —1 (5.7.60) 
若 已 测 得 沿 4 方向 测量 值 4as = 1, 则 可 预测 沿 同样 à 方向 的 Bs 会 是 -1. 但 波 函 
数 % 是 对 整体 的 , 由 此 求 出 的 期 待 值 也 是 对 整体 测量 结果 的 预测 , 而 不 是 对 单个 粒 
子 测量 值 的 预测 .为 了 给 出 像 EPR 要 求 的 那样 “完备 ”描述 , 只 有 引入 隐 和 参数 和 
(可 能 是 多 维 的 ) 来 表述 这 种 “完备 状态 ”, 量子 力学 中 的 波 函 数 y 只 能 是 这 种 态 的 
部 分 的 “ 非 完 备 描述 ”. 人 是 和 所 张 的 空间 . 态 入 在 ^ 空间 中 的 分 布 密度 为 p, 并 
取 归 一 化 
J dp = 1 (5.7.61) 


在 决定 论 的 隐 参 量 理 论 中 , 对 每 一 隐 参 量 和 观察 量 Aa . B; 有 一 确定 的 (Aa Bi)(A) 
值 . 对 于 这 个 理论 的 定 域 性 是 由 Bell 定义 , 我 们 称 “ 决 定性 隐 参 理论 是 定 域 的 ”(the 
deterministic hidden-variable is local) 是 指 对 所 有 à, b, 所 有 的 隐 参 量 A € ^, 均 有 
(Aa Be)O) AQ) B) (5.7.62) 
这 就 是 只 要 给 定 AQ 而 粒子 已 分 开 为 类 空 的 , 则 关于 A 的 测量 只 依赖 于 A 5 â, 18 
与 5 无关. 同样 B 的 测量 只 与 A 与 ? 有关, 任何 合理 的 物理 理论 只 要 是 实在 的 决 
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定性 的 而 且 不 存在 超 距 作 用 , 只 有 在 这 个 意义 下 的 定 域 的 (Any reasonable physical 
theory that is realistic and deterministic hidden-variable and that denies the existence 


of action-at-a-distance is local in this sense). 


有 了 定 域 性 定义 (5.7.62) 后 就 可 求 隐 参量 理论 中 (Aa . Bi)(A) 的 期 待 值 : 
E(à,b) = J Aa (4) B,(A)dp (5.7.63) 


这 是 隐 参 量 理论 结论 之 一 . 在 继续 对 Bel 隐 参 量 期 待 值 进行 分 析 之 前 , 先 就 这 一 定 
义 式 中 的 内 容 与 EPR 的 关系 概括 一 下 . EPR 理论 要 点 为 : 

(D 完全 相关 性 . 大 对 粒子 1, 2 的 自 旋 沿 同一 方向 进行 测量 , 测量 结果 应 是 反 
号 的 , 保证 021 十 oz2 — 0. 

D ERE. 在 对 两 者 进行 测量 时 , 两 个 自 旋 系统 已 不 再 有 相互 作用 . 

(3) 实在 性 . 根据 o. 的 测量 结果 即 判 明 oss 的 值 , 而 且 按 定 域 性 原则 并 未 对 
0z2 系 带 来 任何 干扰 , 022 己 满 足 了 实在 要 素 的 要 求 ， 它 的 数值 应 在 物理 理论 中 有 所 
对 应 . 

D 完备 性 . 完备 的 物理 理论 中 应 包括 每 一 个 实在 要 素 . 若 将 测量 取 在 z 方向 ， 
0z2 是 实在 要 素 . 同样 者 将 测量 取 在 沿 z,y 方向 , 052, oy 也 应 是 实在 要 素 . 反 过 来 
大 对 042,042, 0y2 进行 测量 , 021, 041, oy1 也 应 是 实在 要 素 , 但 量子 力学 并 没有 完 
全 包括 这 些 要 素 所 对 应 的 实在 量 , 所 以 不 是 一 个 完备 理论 . 他 相信 会 有 这 种 完备 理 
论 , 但 具体 的 他 没有 提出 来 . Bell 提出 的 定义 就 是 这 完备 理论 的 一 个 实现 . 

另 一 个 结论 是 从 量子 理论 导出 来 的 , 即 (5.7.60) 式 , 假定 对 隐 参 量 理论 也 适用 ， 
故 有 

4a(A) = —Ba(A) (5.7.64) 


应 用 (5.7.63) 和 (5.7.64) 式 得 
BEGD- E, © =— 人 MaNAO-AON4eOQldy 
-- | 4- 十 4e(ldp 
由 于 A,B = 1, 这 最 后 一 等 式 可 写 为 
|E(à, 5) — Elâ, òl < 人 [1 — A;Q) As)]dp = 1 + E(,6) (5.7.65) 


这 是 第 一 种 形式 Bell 不 等 式 . 在 量子 理论 (5.7.59) 与 隐 参 量 理论 (5.7.65) 之 间 很 
明显 会 出 现 矛 盾 . 例如 , 取 â be 为 共 面 的 三 个 矢量 , 其 夹 角 满 足 6.0 —b.6- 
1/2,à- é— —1/2, FX |[E (a,b) — E(à,6)]y| =|- à- b-rà- é| —1 , rf 


1 4- [E(5, l] 2 1— 0.6 — 1/2 (5.7.66) 
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很 明显 (5.7.66) 与 (5.7.65) ATE. 亦 即 量子 力学 是 正确 的 话 , Bell 不 等 式 (5.7.65) 
应 是 不 成 立 的 , 实验 的 确证 明了 Bell 不 等 式 不 成 立 (violation of Bell inequality), 故 
量子 理论 是 正确 的 , 隐 参 量 理论 是 不 成 立 的 . 
Bell 不 等 式 的 第 二 种 形式 可 参照 图 5.17 的 实验 设计 推导 的 ， 在 坐标 原点 放 
一 原子 对 发 射 源 向 左 、 右 分 别 发 射 一 个 自 旋 为 h/2 的 原子 , 总 自 旋 为 零 , 原子 对 
的 波 函 数 仍 为 (5.7.57) 式 即 纠缠 态 加 , 左右 均 有 探测 器 , 可 测 出 原子 的 自 旋 分 量 
0, = 土 /2 , 或 接收 不 到 讯号 . 故 4a(A), BiA) 有 三 种 可 能 
1 WAAT 1 的 自 旋 为 n/2 
4a(A) 二。 一 1 测 到 粒子 1 的 自 旋 为 /2 
0 ”没有 接收 到 讯号 
1 WAAT 2 的 自 旋 为 有 /2 
Bi(A)=4 -1 测 到 粒子 2 的 自 旋 为 -所 /2 
0 ”没有 接收 到 讯号 


自 旋 (2)“ 上 ”探测 器 
1 


gt 自 旋 (1)“ 上 ”探测 器 
准备 好 探测 As=+1 
Y 分 析 器 轴 
MH T / 
b /< 
均 未 探测 到 >` 均 未 探测 到 
B,=0 一 一 、 A,= 
^. TRA 分 析 器 1、、 
自 旋 (2)“ 下 ”探测 器 AHE) ETF” O 
B =— 1 a 、 
” “装置 2 装置 1 


探测 器 门 信号 
5.17 Bel 证 明 中 的 实验 设计 
参见 文献 [46] 


故 A;(), B(A) 的 期 待 值 满足 

[Aal <1, IBA) <1 (5.7.67) 
乘积 4a( 和 A) Bi; (和 ) 的 期 待 值 为 

E(â, b) = / Aa(4) B; (A)dp (5.7.68) 


两 个 期 竺 值 的 差 为 
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应 用 (5.7.67) 式 便 得 
|E(à,8) — Elâ, ô^ < 人 [1 -As (NB, (Mdp+ 人 [1 — Aa (A)B;(A)]dp 


即 
|E(à,6) — E(à,&^)| + Elâ, b) + Elâ’, b) « 2 (5.7.69) 
随 看 实验 设计 的 不 一 样 Bell 不 等 式 除 了 上 面 的 (5.7.65) 和 (5.7.69) 式 两 种 类 
型 外 , 还 有 别 的 类 型 , 其 中 有 Clauser 与 Horne(1974) 证 明 的 Bell 不 等 式 491. CH 
所 提 的 实验 探测 图 5.18 是 从 图 5.17 简化 而 来 , 左边 右边 都 只 有 一 个 探测 器 , 一 个 
分 析 器 . 根据 较 长 的 分 析 得 出 如 下 的 Bell 不 等 式 : 
Re(37/8)  Re(2/8) 


— ZST] < 1/4 T. 
[^ [^ | / (5.7.70) 


0 一 


分 析 器 2 分 析 器 1 


、  _ 
AO 


5.18 CH 的 实验 探测 图 
参见 文献 [49] 


式 中 Re(3r/8), Re(r/8) 分 别 为 将 分 析 器 à Ej b 的 夹 角 调 成 3n/8,/8 时 , 两 探测 器 
的 符合 计数 率 , 即 两 探测 器 各 自 探测 到 粒子 1 与 粒子 2 的 概率 . Ro 为 移 去 两 分 析 
器 时 的 符合 计数 率 . 文献 [50] 采用 光学 参量 下 转换 方法 得 出 一 对 波长 为 532nm 的 
相干 光子 , 这 一 对 光子 经 过 分 束 器 的 半 透 半 反 形成 了 光子 对 纠缠 态 ( 指 左旋 光子 态 
与 右 旋光 子 态 的 纠缠 ; 或 x 方向 偏振 与 y 方向 偏振 态 的 纠缠 . 用 以 代替 o, = 所 /2 
与 o, = -—h/2 粒子 态 的 纠缠 . ) 并 按 (5.7.70) 式 左 端 测 得 5 = 0.34 20.03 是 违背 了 
Bell 不 等 式 (5.7.70) 的 , 但 与 量子 力学 期 待 值 V2/4 = 0.35 很 符合 . 
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0.8 压缩 态 光 场 


5.8.1 ”光量 子 起 伏 给 光学 精密 测量 带 来 的 限制 

由 于 光 信 号 振幅 与 相位 的 起 伏 , 给 光学 测量 精度 带 来 影响 . 产生 光 信 号 起 伏 的 
RA, 有 外 在 环境 如 气流 的 扰动 引起 , 也 有 光学 元 件 不 稳 引 起 的 , 还 有 许多 人 为 的 
因素. 当 这 些 环境 与 人 为 因素 得 以 克服 后 , 最 终 还 剩 下 一 种 带 有 实质 性 的 光量 子 起 
伏 或 真空 场 起 伏 . 对 于 模 体积 为 V, 频率 为 w 的 单 模 场 , 真空 场 电压 起 伏 的 大 小 为 
E = (ħw/2e0V)?, 能 量 起 伏 为 hw/2. 这 就 构成 了 影响 光学 测量 精度 的 量子 极限 . 
FL Michelson 干涉 仪 测量 为 例 来 说 明 这 个 问题 [19, 201. 

如 图 5.19 所 示 , 用 Michelson 干涉 仪 测量 镜面 位 置 2 与 zo 的 差 Az = zi — 25, 
只 能 准确 到 标准 量子 极限 S.Q.L: 


(Az)s.QL = (2hr/m)!? (5.8.1) 


式 中 r 为 观测 时 间 , m. 为 整个 干涉 仪 的 质量 . 由 图 看 出 , 影响 精度 有 两 方面 的 原因 
其 一 为 光子 计数 引起 的 ; 另 一 为 辐射 压力 引起 的 . 设 激光 的 平均 功率 为 P, 在 测量 
时 射 入 干涉 仪 的 平均 光子 数 NN 为 

N = Pr [f (5.8.2) 


由 于 激光 服从 Poisson 分 布 AN N12, 导致 波 面 相位 差 o 的 测量 精度 Ao 按 
AÓAN x1 X 
Ag x N12 (5.8.3) 


于 是 因 光 子 计数 误差 引起 的 z 的 测量 不 准 为 


€ A 
Zi 
22 
光电 管 
入 射 光 


5.19 Michelson 于 涉 测 量 
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b 为 光子 在 干涉 仪 内 来 回 的 次 数 . 此 外 , 辐射 压力 作用 于 干涉 仪 端面 也 会 影响 端面 
位 置 z 的 精确 测量 , 主要 因为 干涉 仪 两 臂 的 辐射 压力 起 伏 是 不 相关 的 , 对 两 臂 的 动 


量 差 Ap 将 产生 Ap = 2 ENY 的 影响 , Bp 
(Az) = P s a "TN (5.8.5) 

改变 激光 输出 功率 P( 或 N), 使 得 总 的 误差 
Az = 4/(Az)$. + (Az)2, (5.8.6) 


为 最 小 , 将 (5.8.4) 和 (5.8.5) 式 代入 (5.8.6) 式 , 求 极 值 便 得 


T 1/2 
Az = (Az)s.Q.L = (=) (5.8.7) 
最 佳 输出 功率 为 2 
Pops = =_mC 8x 10W (5.8.8) 


2 wb?T 2 
在 得 出 上 面 数值 结果 时 ， 己 根 据 实际 技术 可 能 实现 情况 ， RI b= 200, mz 10?g, 
T 7:2 x 1073s, w% 4 x 1019s 1 (H24-T- 5000À). 8 x 109W 稳 频 输出 , 要 求 很 高 . 为 
降低 激光 输出 功率 , 以 实现 (Az)s.Q.i, 可 使 (Az)pc 相当 于 位 置 测定 精度 Ar, 压缩 
e 倍 ; 而 (Az). 相当 于 动量 测定 精度 Ap, 增 大 er 倍 . 这 样 并 不 违背 测 不 准 关系 
Aze-rAper = AzAp = h/2, 但 达到 (Az)s.QL TII ECT SG T3 最 佳 输出 功率 
Popt 已 为 原来 的 e-27 fi, 即 


Pp = 8x 10? x e?"W (5.8.9) 


这 种 做 法 的 物理 实质 是 : 原来 的 两 种 误差 Ar, Ap, 前 一 种 为 光电 流 的 散 粒 效 
NL, 占 比 重大 , 是 主要 的 ; 而 后 一 种 辐射 压力 , 占 比 重 小 , 是 次 要 的 . 故 提高 对 前 一 
种 的 测量 精度 , 降低 对 后 一 种 的 测量 精度 , 以 较 低 的 Pop, 实现 (Az)s. ou. 具有 这 
种 性 质 的 光 (Ar 一 Aze ^. Ap 一 Ape") 称 为 压缩 态 光 (精确 的 定义 在 下 面 给 出 )， 
如 何 实现 (或 产生 ) 这 种 压缩 态 光 , 是 提高 光学 测量 精度 关键 所 在 . 


5.8.2 IESE FE 825 


压缩 态 ~ 的 通常 定义 不 是 通过 Ar 人 ze-"，Ap 一 Ape 来 表述 , 因 z 
E p 的 因 次 不 一 样 . 我 们 要 取 因 次 相同 且 与 x, p 相当 的 一 对 共 斩 量 来 定义 光 的 压 
缩 态 . 参照 (5.5.24) 式 , 选择 下 面 的 量 是 合适 的 : 


六 二- >(a+al) = (w/2h) /2g 


(5.8.10) 
Y = x (a — a!) = (2h) ^p 
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这 样 除了 常数 因子 外 , X, 了 分 别 代表 坐标 q 与 动量 p; 另 一 方面 X, Y 具有 相同 因 
X, 且 具 有 对 易 关 系 


[X,Y] = i/2 (5.8.11) 
利用 测 不 准 关系 (B10), 由 (5.8.11) Ñ, 得 
(AXP (AY)? > 1/16 (5.8.12) 
对 于 相干 态 : 
(a Gta a 4- ai ? 
AE O O, 
En -- o** 4 2|o?| 4-1) — atoa (5.8.13) 
(AY — — (o? 十 a u 2|al? 1) 十 F(a — a*)? — ; 
同样 对 于 真空 态 : 
a at 2 
ax? - o (*2-) i9 - (o p=: 
(5.8.14) 
a 一 at < a — al 2 
(av? - i ($5) 1 - tz o? - 1 


图 5.20 给 出 相干 态 的 均 方 误差 (AX?) 7^, (AY?) P. S838 Bp 
五 的 测量 误差 . 参照 (5.5.5) 式 , 得 


E(x)= E* (Z) + E- (x) 2iv2xhwu(r)(ae "t + ateiot) 
—i2v 2nħwu(r)(X cos wt — iY sin wt) 


(5.8.15) 


(A X2pi2 


(A Y?) 


y 
5.20 ”相干 态 的 均 方 误差 (JAX? P, (Jy 2]? 
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故 有 
1 
4x 


将 相干 态 |a) 表示 为 


(AE(z))? = 2hwu?(r) (AX? cos? wt + AY? sin? wt) = h(w/2)u?(r) (5.8.16) 


|o) = D(a)|0), D(a) = exp(oa! — a*a) (5.8.17) 
应 用 位 移 算 子 性 质 : 
MM sum 
可 得 
D-!(a)XD(a) = X + Rea (5.8.19) 


D^!(o)Y D(a) = Y + Imo 


由 (5.8.19) 式 看 出 , 经 位 移 算 子 作用 后 , X, Y 分 别 平 移 至 X + Reo, Y -- Imo. 但 
误差 圆 没有 变化 . 因 


AX = A(X + Rea), AY = A(Y + Ima) 


参照 上 面 干涉 测量 实验 中 的 分 析 及 (5.8.10), (5.8.13), (5.8.14) 式 , 可 得 出 压缩 
态 的 定义 如 下 : 
((AXs)2) = E oxp(—25) 
1 (5.8.20) 
((AY,)?) = 1 exp(2s) 


当 压 缩 态 参量 s = 0, 便 回 到 相干 态 或 真空 态 的 方差 , 否则 便 是 压缩 态 的 均 方 差 . 
(5.8.20) 却 即 压缩 态 均 方差 的 定义 . 相对 于 这 样 一 个 均 方 差 , X, Y 应 经 历 了 一 个 压 
缩 变换 

X X, = X exp(—5) 


(5.8.21) 
Y — Y; = Y exp(s) 
参照 (5.8.10) 3X, HARER- ^E SERERE RAT: 
as = acoshs — a! sinh s (5.8.22) 
ai = a! cosh s — asinh s M 
新 的 压缩 态 算 子 满 足 如 下 的 对 易 关 系 : 
[X,, Y;] = a las, a1] = 1 (5.8.23) 
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变换 后 的 哈密 顿 量 为 


WE” 粒子 数 态 Ins) 满足 


atas ns) = ns |ns) 
也 可 写 出 压缩 态 空间 的 相干 态 : 


|as} = Ds(a) |0s) 
D,(a) = 


经 位 移 算 子 Di (a), D,(o) 的 作用 后 , 类 似 于 (5.8.19) 式 , 也 有 


X, > Dil(a)X,D,;(a) = X; + Rea 
Y, > D; !(o)Y,D,(a) = Y; + Ima 


exp(aa! 一 a*as) 


故 表现 X, 和 Y, 平面 内 的 误差 椭圆 在 经 受 平移 后 而 不 发 生变 化 . 


更 一 般 的 压缩 态 变换 , 可 通过 引进 么 正 变换 算 子 SQ) 
S(C) = exp (sco 一 Ba") 
来 实现 . 式 中 ¢ 称 为 压缩 参量 : 


(C—se?  0zs«oo, 0«0 «2n 


(5.8.24) 


(5.8.25) 


(5.8.26) 


(5.8.27) 


(5.8.28) 


(5.8.29) 


经 压缩 变换 后 , 图 5.20 所 示 的 相干 态 误差 圆 便 变 成 了 图 5.21 所 的 压缩 态 的 误差 椭 


A. 压缩 态 变换 使 得 a, a! ZA as, af 如 下 式 所 示 : 


as = ST! (Ç)aS (C) = a cosh s — ale? sinh s 
at = ST! (C)at S(C) = a! cosh s — ae-?? sinh s 


图 5.21 压缩 态 均 方 误差 椭圆 


(5.8.30) 
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引进 算 子 X, Ý, 有 
a = (X iY)ei?2, af —(X —iY)e-197 (5.8.31) 
于 是 (5.8.30) 式 的 第 一 式 可 写 为 
S-(X iY)S - (X -FiY)(e? - e7*)/2 — (X —iY)(e$ — e73)/2 
= Xe-5 + iý e° 
这 束 是 图 5.21 所 表明 的 , 经 过 压缩 变换 后 , EARR X 被 压缩 为 Xe-5; 而 变 
换 前 的 Y 被 伸 长 为 Yes, 亦 即 


(5.8.32) 


X,—S-1XS = Xe" ; 
f,-syS-Ye 65.8.33] 
(AX, = (AXyhe-2s = Lo?» 
4 (5.8.34) 


(AT, = (AY es = ce? 


由 于 平移 作用 (5.8.27) 式 而 误差 椭圆 不 变 的 性 质 , (5.8.34) 式 的 压缩 就 可 看 成 压缩 
真空 态 |0。) 的 压缩 . 亦 即 压缩 真空 态 不 再 是 各 向 同性 , 而 是 沿 X 方向 被 压缩 , Wi Y 
被 伸 长 . 实际 上 由 (6.8.33) 式 还 能 得 出 压缩 真空 态 |0。) 与 真空 态 间 的 关系 .用 S 作 
用 在 真空 态 0) E, 便 得 压缩 真空 态 |0。); 再 通过 位 移 算 子 D(a) 的 作用 , 得 一 般 的 
压缩 态 |a, Q): 
0; >= S(¢) |0), (0s| = (0,97 (5.8.35) 
|œ, C) = D(a)S(6) |0) = D(a) |0;) (5.8.36) 


(5.8.36) 式 可 作为 压缩 态 又 一 种 定义 方式 , 即 先 压缩 真空 态 , 再 平移 , 如 图 5.22 所 
示 . EYE (5.8.36) 式 写 为 


5.22 ”压缩 态 的 几何 表示 , 先 平 移 再 压缩 再 平移 
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lo, €) = D(a) S(O)D™ (o)D(o) |0) = U (c) D(o) |0) (5.8.37) 
U (C, o) = D(o)S(o)D (a) | (5.8.38) 


(5.8.37) 可 解释 为 先 平移 , 再 用 U (C) 压缩 得 到 所 需 的 压缩 态 , 其 过 程 如 图 5.23 所 表 
明 的 那样 . 


T 


图 5.23 ”压缩 态 的 几何 表示 , 先 平移 再 压缩 
现 应 用 压缩 态 的 定义 式 (5.8.36) 计算 a 等 的 期 待 值 : 
= (0,|D-1 (o)aD(o)|0.) = (0s|a + a|0,) 


5.8.39 
= (0|S-1(ao + a)S|0) = (0|o + as|0) | 
用 (5.8.30) 式 代入 ; 便 得 
(a) =a (5.8.40) 
= (ala) = (0,|D + (ajat D(o) D^! (a)aD(a)0;) 
= (0,|(o* + a') (o + a)|05) (5.8.41) 
= (0|(a* + af) (o + as)|0) 
将 as, aj 用 (5.8.30) ARA, 便 得 平均 光子 数 
= (ata) = |a|? + sinh? s (5.8.42) 
(5.8.42) 式 第 二 项 为 压缩 真空 态 的 贡献 . 同样 可 计算 
(aa) = o? — e° sinh scoshs, (atat) = o*? — e i? sinh s cosh s (5.8.43) 
由 (5.8.40) XX, 得 
a 十 af 
(X) = ( u ) = - (a + a*) = Reg 
(5.8.44) 
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D 
ex 


(AX?) 2 z (la+ af?) — 2 (la + atly? 
(0s|(a +a* + a + a3)?|0,) 一 F(a 十 az) (5.8.45) 


(e^ 75 cos? 0/2 + e” sin? 8/2) 


ele Ale Ajl= 


((AY)?) = (e=? sin? 0/2 + e” cos? 6/2) (5.8.46) 


当 cosb > tanhs 时 , 由 (5.8.45) 式 得 知 实现 了 X 的 压缩 . 同样 由 (5.8.46) 式 得 知 ， 
当 cos < —tanhs, 实现 了 的 压缩 . (5.8.36) 式 又 表明 , EAA la, O 即 以 J0) 为 
真空 态 的 相干 态 . 它 还 可 用 压缩 态 的 位 移 算 符 D, 来 表示 为 


lo, €) = D(a)]0, >= exp[aa! — a*a] |0,) 


= exp|[(cosh sa — sinh sel^o*)a] — (cosh so* — sinh se a)as] |0,) 


NEP (5.8.47) 
= D; (cosh sa — sinh se" oa* ) |0,) 
= |(cosh sa — sinh se'^o*), ) 
` as |o, C) = (cosh sa — sinh sel?^o*) |æ, C) (5.8.48) 


亦 即 lo, C) 是 as = cosh sa — sinh sei9at 的 本 征 态 , 本 征 值 为 cosh sa — sinh seto”. 
参照 (5.8.20) 式 压 缩 态 也 是 最 小 测 不 准 态 的 一 种 , 而 且 不 存在 正定 的 已 表 示 . 这 里 
我 们 虽然 证 明了 由 (5.8.36) 式 定义 的 o cy 为 最 小 测 不 准 态 , 但 这 只 是 压缩 态 的 一 
种 . 更 一 般 来 说 , 只 要 其 中 的 一 个 分 量 表现 出 压缩 , 例如 (1A X21) 7 < 1/2, 即 均 方 
根 值 小 于 真空 态 起 伏 量子 极限 , 它 与 共 箔 分量 (|AY?|)' 的 乘积 可 大 于 或 等 于 真 
空 起 伏 1/4, 故 压 缩 态 不 一 定 是 最 小 测 不 准 态 .下面 我 们 就 讨论 另 一 种 压缩 态 , HU 
振幅 压缩 态 . 


5.8.3 ”振幅 压缩 态 
现 求 压缩 真空 态 的 粒子 数 测 不 准 24~26]. 粒子 数 测定 误差 的 均 方 值 为 


2 


((An)?) =>, (0, |nlis) (is|n]05) — (0s[n]0;)" 


— (0s|nlis) (is|n|0;) 
i—1 


2 
=F | (0s|(a* -- af)(a + a)]i,) |? 
4—1 


一 `S | (0s|(a* + cosh sat — sinh se-iga。)(a + cosh sas — sinh sei? at)li, ) |? 


i—1 
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= |vV2sinh s cosh se^? |? + |a sinh se™? — o* cosh s|? 

= |a|? (cosh? s + sinh? s) — cosh s sinh s(a*2eig 十 Qe 1€) + 2 cosh? ssinh? s 
= |a| (e^ ?* cos? ($ — 0/2) + e?* sin? ($ — 0/2)) + 2 cosh? s sinh? s 
(5.8.49) 
= |a| = 0 时 , ÆR (5.8.42) 和 (5.8.49) A, 压缩 真空 态 的 光子 数 起 伏 的 平均 值 及 均 
方 值 为 


(n) — sinh? s 


(An?) — 2 sinh? s cosh? s — 2 (n) ((n) + 1) (5.8.50) 
9 (0) = A /+ - 09 -3+ 二 (5.8.51) 
(n) (n) 
Mandel Q 参数 为 l 
Q= Kann =2(n)+1 (5.8.52) 


故 压缩 真空 态 表现 出 群 聚 (92(0) > 1) 与 超 Poisson(Q > 0). 实际 的 压缩 光源 产生 
的 就 是 这 种 压缩 真空 态 . 但 在 零 拍 探测 中 , 为 了 探测 压缩 光源 的 压缩 度 , 又 将 一 较 
蝇 的 相干 光 分 量 玲 加 到 被 探测 的 压缩 态 光 场 上 ， 这 就 使 得 (n) = lal? + sinh? s 中 
lal? 的 页 献 远 超过 sinh” s 的 贡献 . 当 |a|? > exp(s) 时 , (5.8.49) 式 又 可 写 为 


((An)?) & |a|? [e 7 cos? (6 — 0/2) + e?* sin? (¢ — 0/2)] (5.8.53) 
相应 地 Q 参量 为 


Q — (e ** — 1) cos? (¢ — 0/2) + (e?* — 1) sin? (¢ — 0/2) 
- Jal" (g*(0) — 1) 


当 cos(20 — 0) > tanh s Bf Q < 0, g?(0) — 1 < 0, 即 同时 实现 亚 Poisson 与 反 群 聚 . 故 
在 震 拍 测量 中 加 进去 的 相干 光 信号 已 改变 了 压缩 光 的 统计 性 质 , 使 之 由 超 Poisson 
与 群 聚变 为 亚 Poisson 与 反 群 聚 非 经 典 场所 具有 的 性 质 . 由 (5.8.54) R, 当 $ = 0/2 
时 , Q 具有 极 小 值 : 


(5.8.54) 


Quin = |o|^(g^(0) — 1)ui = e ?*5 — 1 (5.8.55) 
39 = 0/2 十 x/2, Q 具有 极 大 值 : 
Qmax = |e|^ (g^ (0) — 1)max = e?5 — 1 (5.8.56) 


在 ((An)?) 的 强 相干 场 近似 式 (5.8.53) 的 基础 上 , 依靠 几何 直觉 即 误差 椭圆 在 原点 
的 张 角 , 可 定义 a 的 相位 4 的 测 不 准 Ad 为 与 a 矢量 为 垂直 方向 的 误差 ((An)?)!/ 
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在 原点 张 角 的 一 半 , 即 


An)? y? e-?5 sin*($ — 0/2) + e?s cos?($ — 0/2 
IA9| = VR — e e (5.8.57) 


由 (5.8.53) 和 (5.8.57) 式 , 得 


1/2 


((An)^) Apa 5, $ = 0/2, à = 6/2 4 n/2 (5.8.58) 


现在 让 我 们 回 到 (5.8.42) 5X: 
(n) = |a|? + sinh? s = X? + Y? + sinh? s (5.8.59) 


为 得 到 理想 压缩 s 一 co, 平均 光子 数 因而 光 能 也 应 是 无 限 大 , 这 就 给 理想 压缩 的 
实现 增加 了 困难 . 亦 即 要 求 的 压缩 愈 高 , 激光 能 也 愈 大 , 故 无 论 如 何 也 不 能 实现 理 
想 压缩 . 但 由 粒子 数 测 不 准 和 相位 测 不 准 的 积 的 (5.8.58) 式 则 是 另外 一 种 情形 . 当 
((Am)2》 很 小 时 , Ag 将 很 大 , 使 测 不 准 关 系 得 以 满足 . 而 相位 噪音 Ao 的 增 大 , 并 
不 需要 增加 平均 光子 数 (n), 亦 即 不 需要 增加 激光 能 量 , 故 从 这 个 意义 来 说 , 粒子 数 
态 也 称 之 为 振幅 压缩 态 , ((An)?) 的 减 小 不 受 正 交 压 缩 态 那样 的 限制 . 设 v = sinh s, 
在 (n) > vw > 1 的 情况 下 , 由 (5.8.49) 式 可 得 


((An)?) ((n) — v? (V1 +r? — vy -27( +r?) 


(ny — y?)/Av? 2v? (1 + v?) (5.8.60) 
将 此 式 对 v? 求 极 值 , 得 

((Am)2》 a = (nY, (n) 21682 »1 (5.8.61) 
24 (n) 给 定 后 , ((An)2,,) 不 能 比 (n)? 更 小 . 由 此 得 出 最 佳 的 信 噪 比 为 


人) 


(An)*) 
这 个 信 噪 比 要 比 相干 光 场 的 信 噪 比 SNRe。 = (n) 大 很 多 . 


9.9 非 经 典 光 场 的 探测 


5.9.1 ”强度 差 的 零 拍 探测 技术 


设想 包括 压缩 态 光 在 内 的 非 经 典 光 已 经 得 到 , 接 下 来 的 问题 是 如 何 探测 . 通常 
采用 强度 差 的 零 拍 探测 技术 . 如 图 5.24 所 示 , 将 压缩 态 光 Ss 与 相干 光 Cs 投射 到 


(SNR,)mis = = (n^? (5.8.62) 
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CBAR LE, 压缩 态 光 Es 与 相干 光 Ero 可 分 别 表示 为 


t —i(a — a! 
Sg = LT cos wt + ne : ) sinut 
(5.9.1) 
b 4- b! -i(b— b) . 
Ero = COS wt + 7 sin wt 
Ds 
| 分析 
图 5.24 ”强度 差 的 零 拍 探测 
在 探测 器 Da, Dg 上 探测 到 的 光 分 别 为 
1 1 of 一 时 ， l a—b _ ， 
E, = —(Ecs—E —— iwt —1lwt 
a = Vg (Ps 10-76 3 95 * Jg 3 
(5.9.2) 


—iwt 


Es = Ls + Ero) = 2 ga E 
Ero 前 负 号 “-” 的 引进 , 是 因为 全 反射 在 介质 的 外 面 (由 空气 到 玻璃 , 由 稀 到 密 )， 
故 Ea, 中 有 负 号 . Es 中 无 负 号 , 因 全 反射 发 生 在 内 面 (由 玻璃 到 空气 , 不 产生 n 相 
位 变化 ). 由 探测 器 Da, Dg 出 来 的 电流 $4, ip 经 减法 器 “-” 输 出差 拍 信和 号 tA— iB, 
进入 谱 分 析 器 .这 一 步 非常 重要 , 其 作用 为 Ero, Es 的 噪音 相抵 , 而 Eno 5 Es 
的 拍 保留 . 由 (5.9.2) 式 


. , 1 
ia — ig =aaa — abap = = (la! — bt) (a — b) — (at + bt) (a + b)) 


, (5.9.3) 
一 _ 工 十 中 
一 -3 b+b'a) 


-ÈRA Ero 为 相干 态 (b) = (0t) = 28, 故 有 


(ia — is) — —— (at +a) = -B(X) 


5.9. 非 经 典 光 场 的 探测 . 173- 


(lia — in?) = = ((atb + bia)(atb + bta)) = ? (x?) 
(5.9.4) 


((A(ia — iB))?) = B2 (X?) — P. (XY = 8? ((AX)?) 


由 (5.9.4) 式 看 到 , 由 差 电 流 保留 下 来 的 , 即 为 我 们 感 兴趣 的 x — 十 和 分 量 的 吕 
音 . 又 车 相干 光 Ero 相对 于 压缩 态 光 发 生 n/2 相 移 , 即 b— ib, bt — —ibf, 则 同样 


可 证 , t 
(ía—ipg)—-g (一 中) = b (Y) (5.9.5) 
((ia —ig)?) = B? (Y?) 
故 有 
((A(ia — ip))) = B? (AY) (5.9.6) 


于 是 发 生 1/2 相 移 后 , 保留 的 不 再 是 ((AX)2》 分 量 , 而 是 ((AY)?), 即 我 们 感 兴趣 的 
为 一 分 量 的 噪音 均 方 值 . 当 连 续 改 变相 干 光 Ero 的 相位 时 , 我 们 将 看 到 , 有 时 零 拍 
后 的 噪音 电流 比 S.Q.L 噪音 电流 高 , A ((AY)?) > 1/4; 有 时 又 比 S.Q.L 噪音 电流 低 ， 


因 ((AX)?) < 1/4. 这 样 , 我 们 已 实现 了 压缩 态 观 测 ((AX)?) = Fe, (AY) = 
1 25. 

—e 
4 


5.9.2” 当 探测 效率 n z 1 的 零 拍 探测 
探测 方法 有 零 拍 探测 09 (参考 光 Ero 的 频率 与 压缩 态 光 Es 的 频率 为 相等) 
与 差 拍 探测 (Ero 的 频率 与 Es 的 频率 相 异 ) 上 面 是 指 探测 效率 7 = 1 的 零 拍 探 
测 . 如 果 m z 1, 还 需要 作 和 仔细 分 析 . 先 考虑 压缩 态 光 经 分 束 后 由 于 损耗 等 原因 , 仅 
A n < 1 的 效率 被 探测 器 所 探测 . 于 是 探测 器 上 光 的 源 没 算 子 d 与 入 射 光 的 源 没 
算 子 a 间 存 在 如 下 关系 : 
d=7 a+ (1 — 0) "2a, (9.9.7) 
as 为 在 分 束 过 程 中 由 于 损耗 而 导致 的 真空 起 伏 算 子 的 影 啊 . 按 (5.9.7) ^. d, d! 45 
满足 Boson fo X |d, dt] = 1, 而 且 
(did) = n (aia) = n (n) 
(dididd) = n? (atataa) = n? (n(n — 1)) 


于 是 在 光 探 测 器 上 接收 到 的 光子 平均 数 及 均 方 差 值 分 别 为 
(m) = (did) = n la'a) = n (n) (5.9.9) 


((Am)?) = (d'ddtd} — (m) 
=n? ((An)*) 4- n(1 — n) (n) 


(5.9.8) 


(5.9.10) 
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AF ((Am)?), (m) 分 别 由 (5.8.42), (5.8.49) 式 给 出 . 对 于 lal? > sink? s 情形 , 有 


(m) = nja]? 
((Am)?) elf? (1 + n[exp(-25) cos?(¢ — 0/2)+ (5.9.11) 
exp(2s) sin*($ — 0/2) — 1]) 
(5.9.11) XX. ( } 括 号 内 的 第 一 项 即 通常 的 相干 探测 的 散 粒 噪音 . 而 第 二 项 按 前 面 对 
(5.8.54) 式 的 分 析 , 当 满 足 cos(2¢ — 0) > tanh s RRRA Af, BI ((Am)?) 为 
YE Poisson 分 布 . 为 消除 (5.9.11) 式 中 散 粒 噪音 , 就 得 用 图 5.24 所 示 的 减 电 流 , 即 平 
衡 差 拍 方法 . 参照 (5.9.4), (5.9.11) 式 ， 并 考虑 到 探测 器 量子 效率 n, 输出 的 差 光子 


m 的 平均 值 及 均 方 值 分 别 为 
(m12) = 2n|ar| (E(x)) (5.9.12) 
((Ami2)?) = nlar? {1 + n[4 ((A&EQO)?) — 1] 


式 中 ， 
(E(x)) = a cos(x — 6/2) 


1 (5.9.13) 
((AE(x))?) = zlexp(-25) cos (x — 6/2) + exp(2s) sin? (x — 6/2) 


H x = +o 可 通过 pz 调节 , 4 x- 0/2 = 0 时 , 压缩 态 光 场 有 极 大 值 (&(9/2)) — 


o, RHET ((AE(/2)*) = exp(_25) 这 闲 是 平 条 探测 所 这 到 
的 最 佳 工作 状况 . 


5.10 压缩 态 光 的 产生 和 放大 


5.10.1 简 并 参量 放大 (或 简 并 四 波 混 频 ) 产生 压缩 态 光 的 原理 与 实验 结果 28-30] 


压缩 态 光 场 在 上 面 已 经 讨论 了 许多 . 归结 起 来 , 可 理解 为 压缩 态 即 压缩 态 算 子 

a, a! 的 本 征 态 . 而 a, at 又 可 通过 场 的 淹没 、 产生 算 子 b, b! 表述 , 而 b, bt 的 本 征 
态 即 相干 态 : 

a = ub+vb, at= ub! + v*b 


u= coshr, v= sinhre i? 


但 由 (5.10.1) 式 表明 的 b, b 的 线性 又 加 后 的 a, at 的 本 征 态 在 物理 上 又 是 怎样 实 
现 的 呢 ? 非 线性 光学 中 的 简 并 参量 放大 (或 简 并 四 波 混 频 ) 已 为 我 们 提供 了 这 种 实 
现 压 缩 态 光 的 物理 过 程 , 只 需 对 这 一 过 程 做 一 些 初步 的 讨论 就 知道 了 . 在 这 两 个 非 
线性 过 程 中 , AT a, a! 满足 如 下 方程 (简化 了 的 ). 


(5.10.1) 
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-二 一 t 

ái ya + ea 

Jat (5.10.2) 
da — —*a! 十 c*a 

dt 


式 中 y 为 阻尼 , e 为 泵 浦 波 与 非 线性 参量 的 乘积 . 简 并 参量 放大 与 简 并 四 波 混 频 的 
相互 作用 如 图 5.25. 


ape 
ape t ate wt 
eama 一 一 2 ae wt 
at et e E 
ale wt 
(a) 简 并 参量 放大 (b) 简 并 四 波 混 频 相互 作用 
图 5.25 


简 并 参量 放大 过 程 中 , 分 子 或 原子 体系 在 信号 光 alit 的 作用 下 , 吸收 一 个 频 
率 为 2w 的 泵 浦 光子 , 并 辐射 出 信号 波光 子 与 一 个 参量 波光 子 , 频率 均 为 w, WA 
简 并 的 . 对 于 简 并 四 波 混 频 来 说 , 便 是 同时 吸收 两 个 频率 为 v 泵 浦 光 子 , 并 辐射 出 
频率 为 w 的 信号 光 与 参量 光 . 这 一 由 泵 浦 光 转化 为 信号 光 就 是 方程 (5.10.2) 第 2 
项 所 描述 的 . 方程 (5.10.2) 去 掉 损耗 项 后 , 即 简 并 参量 放大 方程 (1.2.22)， 现 参照 
(1.2.23) 式 便 得 (5.10.2) 式 的 解 . 故 输入 信号 光 (ao, al) 经 简 并 参量 介质 作用 后 为 


a = (a cosh y ee*t + al | 二 sinh V eet) et 
€ 
(5.10.3) 
al = (a cosh Vee*t + ao £ sinh V eet) e7% 
Ve 


dg a 
ot 非 线性 介质 M 


图 5.26 由 相干 光 (ao, al) 产生 压缩 态 光 (a, af) 示意 图 


将 (5.10.3) 与 (5.10.1) 式 比较 , 并 略 去 衰减 因子 %4, 则 得 u = cosh Vee*t, 
v = sinh Vee*t, r = Vee*t. 这 样 , (5.10.3) 式 怡 表 明 一 输入 的 相干 态 光 (ao, al) 经 非 
线性 介质 后 , 便 得 到 压缩 态 输出 光 (a, al). 其 压缩 度 为 + = Vee*t, 正比 于 二 阶 非 线 
性 系数 X2( 简 并 参量 放大 ) 或 x3( 简 并 四 波 泥 频 ), 有 泵 浦 功率 , 与 相互 作用 时 间 t. 

到 目前 为 止 , 通过 四 波 混 频 与 简 并 参量 放大 实现 压缩 态 光 均 有 实验 结果 报道 ， 
但 以 简 并 参量 放大 获得 压缩 度 较 高 , 且 理论 与 实验 很 好 符合 90. 这 里 主要 介绍 简 
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并 参量 放大 实验 结果 , 由 此 可 以 看 到 要 求 还 是 很 高 的 . 首先 泵 浦 光 的 频率 o 应 是 
稳定 的 . 由 下 转换 产生 的 信号 光 与 参 量 光 的 频率 应 是 简 并 的 , 或 接近 于 简 并 的 , 即 
ARET wp 一 wp/2 十 6, wp/2 一 6, 6 为 一 小 量 . 已 经 报导 实现 压缩 态 光 装置 
中 B) 也 并 不 是 一 个 参量 放大 , 而 是 一 个 振荡 器 . 整个 装置 如 图 5.28. 

腔 对 泵 浦 光 w,。、 参 量 光 与 信号 光 w,/2 + 56, ws/2 - 6 均 为 共振 .工作 条 件 接 
Xr BIB, 但 在 阐 值 以 下 . 这 样 有 较 好 的 迭 模 , 也 保证 了 模 的 稳定 性 .因为 在 阔 值 
以 上 工作 时 , 易 产 生 多 模 , 易 出 现 激光 振荡 中 振荡 频率 的 跳跃 现象 . ZEIT I. 
作 , 即使 是 多 模 , 总 是 接近 简 并 o = wy/2 的 模 占 优势 ， 其 行为 可 用 单 模 理论 来 近 
似 . 如 图 5.27 所 示 , 产生 0.53u 泵 光 是 一 个 由 工作 物质 Nd:YAG 激励 的 环形 激光 器 . 
Ba2NaNbsO15 为 倍 频 蝇 体 . 泵 浦 光 的 频率 稳定 为 1MHz, 线 宽 100kHz, 由 于 ww 光 、2w 
光 的 偏振 互相 正 交 , 在 输出 端 置 检 偏 器 , 0.53n 的 光 输 入 光 参 量 振荡 器 . 1.068 作为 参 
量 光 进入 检测 系统 . 用 0.530 光 泵 浦 参量 振荡 器 , 振荡 器 内 有 MgO : LiNbO; 非 线 性 
晴 体 实现 参量 转换 , 并 工作 于 相位 匹配 温度 98°C. M 对 0.53u, 1.06u 的 透 过 率 分 别 
为 3.5%, 0.0626. M' 对 0.53u, 1.060. 的 透 过 率 分 别 为 4.3%, 7.396. 由 M" 输出 的 压 


图 5.27 产生 压缩 态 光 的 实验 装置 
1, 2: 光 二 极 管 ; 3: 光 参 量 振荡 器 MgO : LibOs; 4: 环形 激光 器 ; 
5: 谱 分 析 器 ; 6: 参考 光 (Local 振荡 ); 7: 滤 光 片 
参见 文献 [30] 
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缩 态 光 E, 经 检 偏 后 进入 零 拍 探测 器 , 与 由 泵 浦 光 来 的 Ero 光 , 在 分 束 处 汇合 . 由 
光 二 极 管 1, 2 输出 电流 da, do THOSE TS Ailt) = i(t) 一 io(t), 进入 谱 分 析 器 . RE 
密度 8(v,0) 为 


$(v, 0)= | (sitit 7) ear 
= (Qiii + Q2i2)[1 + PTobn? S(2, 0)] 
AF Qi, Qo 分 别 为 探测 器 1, 2 每 一 光 脉 冲 产 生 的 总 的 电荷 数 . o, To, 8, n? 为 由 
腔 的 损耗 与 探测 器 的 量子 效率 等 确定 的 参量 . 0 = v/y, y 为 方程 (5.10.2) 式 中 的 


阻尼 系数 , 9 为 参考 的 相干 态 光 Ero 相对 于 压缩 态 光 的 相位 延迟 . SRA r= 0 
时 的 噪声 水 平 为 


(5.10.4) 


$(v,0)|.—o = Q1i1 + Qai» 

于 是 
$(v, 0) 

(Qiii 十 Q2i2) 
R(v,0) 为 规 一 化 的 噪音 水 平 . 在 探测 实验 中 用 电压 V (6) 来 表示 噪音 电压 水 平 . 图 
5.28 所 示 为 V(9) 随 0 的 变化 曲线 . 图 中 曲线 i 为 光 参 量 振荡 输出 亦 即 压缩 态 光 被 
fihi, 仅 剩 下 参考 的 相干 光一 路 的 噪音 Vo, 不 随 0 变化 . 曲线 u 为 加 上 光 参 量 振荡 
输出 亦 即 压缩 态 光 后 V (6) 随 9 的 变化 . 明显 看 出 压缩 态 光 的 噪音 水 平 随 0 周期 性 
的 变化 . 最 低 处 的 噪音 功率 要 比 真 空 场 噪音 功率 减少 约 6196. 曲线 ii 为 放大 器 品 
音 水 平 Va 接近 于 图 的 底 端 , 很 小 . 在 曲线 i ~ 让 中 v/2m = 1.6MHz. 曲线 iv 为 测 


R(v,0) — = 1 + pTofn" S(Q,0) (5.10.5) 


d M 


Oo +r 0, Oor — 0y42n O00+37n 
0 


图 5.28 ”噪音 电压 水 平 V(9) 随 参 考 激光 相 角 9 的 变化 
参见 文献 [30] 
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量 零 拍 探测 中 的 一 臂 的 直流 光电 流 输出 . 可 看 成 真空 起 伏 电 压 W 与 V (0) 中 直流 
DERS. 曲线 iv 的 值 介 于 1 ~ 2 之 间 , 与 Vo, V(0) WR. 
根据 图 5.28 中 的 Vo, V(80), Va, 可 计算 出 R(v, 0): 
^(8) — Vi 


R(v,0) = V 


5.10.6 
Vv (5-10.6) 


用 图 5.36 中 的 Vo, Va 及 V(O 的 数值 代入 , 可 得 R 的 极 大 、 极 小 分 别 为 Ry = 
48 +0.4, R- = 0.39 + 0.03. 而 参数 pToßn2 = 0.85 x 0.94 x 0.89 x 0.95 = 0.67. 于 是 
由 (5.10.5) 式 得 对 应 于 R- 的 S- 值 为 5$_ = —0.91. R- = 0.39 相当 于 噪音 功率 比 
真空 场 噪音 功率 R, = 1 减少 了 6196. 
5.10.2 ” 简 并 参量 放大 与 简 并 四 波 混 频 满足 的 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 
方程 

方程 (5.10.2) 是 大 为 简化 了 的 , 参照 辐 场 阻尼 振子 理论 (4.3.38) 式 , 在 场 算 子 的 

运动 方程 中 , 既 包含 阻尼 , 就 必然 要 引进 无 规 力 , 否则 场 算 子 所 满足 的 对 易 关 系 将 


被 破坏 . 同样 (5.10.2) 式 中 也 包含 阻尼 , 也 应 引进 无 规 力 . 成，Ft 使 得 场 算 符 a, at 
在 求 统计 平均 的 意义 下 , 对 易 关 系 应 能 得 以 满足 , 即 


da 


= —ya + ea! + F 

dat 

AT E -yat 4- e*a 4- FÌ (5.10.7) 
([a, a*]) =1 


这 就 是 简 并 参量 放大 (或 简 并 四 波 混 频 ) 满足 的 Langevin 方程 . 如 所 周知 , 在 描述 
非 线 性 随机 系统 的 理论 中 , 除了 Langevin 方程 外 , 还 有 Fokker-Planck 方程 . 一 般 
的 来 说 非 线性 随机 系统 的 Langevin 方程 要 比 相应 的 Fokker-Planck 方程 容易 处 理 . 
特别 是 产生 压缩 态 光 的 量子 光学 系统 中 所 遇 到 的 Fokker-Planck 方程 , 扩散 系数 为 
ARF, 解 有 可 能 发 散 . 但 可 从 发 散 的 形式 解 出 发 , 在 求 物理 量 的 统计 平均 时 , 发 散 
困难 可 以 避免 . 在 这 个 基础 上 , 我 们 研究 了 该 解 在 简 并 参量 放大 或 简 波 四 波 混 频 过 
程 产生 压缩 态 光 中 的 应 用 1. 这 就 是 本 节 和 下 几 节 所 要 做 的 . 为 此 我 们 必须 先导 
出 简 并 参量 放大 ( 简 并 四 波 混 频 ) 的 Fokker-Planck 方程 , 然后 求 其 解 . 并 应 用 于 压 
缩 态 的 产生 中 . 
参照 (5.6.20) 式 简 并 参量 放大 的 哈密 顿 可 写 为 


H = Ho-V +W (5.10.8) 
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式 中 ， 
Ho = ħwcata + 》 hwjbib; 
(5.10.9) 
V-h 3L " » S kjbja) W= - (eat? — e*a?) 
简 并 四 波 混 频 的 哈密 顿 有 类 似 形式 , 只 是 
W = ħck(biblaiaz + b1b3al al) (5.10.10) 
在 (5.10.9) 式 中 , Ho 为 阻尼 振子 和 热 库 的 自由 哈密 顿 , V 为 阻尼 振子 和 热 库 的 相互 
作用 能 , W 为 外 场 与 阻尼 振子 的 相互 作用 能 . 参照 热 库 理论 的 推导 , 由 (5.10.9) XX 


可 推导 出 简 并 参量 情形 的 约 化 密度 矩阵 的 运动 方程 . 在 P 表示 中 , 参照 (5.6.24) XX 
的 推导 , 准 概 率 P 满足 的 c 数 方程 即 Fokker-Planck 方程 : 

ð x ð Ó , 0 4.0 

a; (0, a*t) =k (Zet -Q a) P- (e Ja az)? 

0 0 0 ,0 52P 
*3 s (actis * i Jar E Bor Jado 

A k= 7/2, y 为 原子 横向 弛 豫 时 间 , 元 为 热 库 的 平均 光子 数 . 通常 (5.10.11) 式 中 
的 最 后 一 项 因 元 < 1 而 略 去 . 而 实际 上 在 泵 浦 场 中 , 除了 由 W 描述 的 相干 相互 作用 
( 即 与 阻尼 振子 的 相位 匹配 的 那 部 分 相干 场 ) 外 , 还 有 相位 不 匹配 的 非 相干 相互 作用 . 
这 部 分 等 同 于 场 与 热 库 的 相互 作用 , 也 包括 在 元 中 , 故 元 不 能 去 掉 . 此 外 ， (5.10.11) 
AF < 可 写 为 e = jelit, 只 要 o 为 常数 , 作 变换 a 一 aeiw/2，a* — o*e-i/2. 则 相 
角 可 被 消去 . 故 不 失去 一 般 性 , 在 解 方程 (5.10.11) 时 e 可 取 为 实数 . 


5.10.3” 简 并 参量 放大 的 Fokker-Planck 方程 的 解 


为 解 Fokker-Planck(5.10.11) 式 , 首先 采取 如 下 变换 , 将 其 中 关于 a, a* 的 一 次 
导数 项 消去 : 


(5.10.11) 


JD 


e^ pat? 


Pl(a, oa’,t) = e )+taa" O(a, a*,t) (5.10.12) 
将 (5.10.12) RRRA (5.10.11) 式 , 并 选 定 参数 a, b 使 得 一 次 导数 地 i 


是 有 
«-5| kte | | b 


k+e B k—e | 
EeE—2kn e+ 2kn 


i 
2 
€ ? o" 1 [(k+e)? (k—scP], 2, x 
t5 coe MET FU to ) 


EeE—2kn e+ 2kn 
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又 设 _ _ 
|. B à x 1 一 这 
= 一 万 Qo” = 7 (5.10.15) 
将 (5.10.15) 式 代 入 (5.10.14) 3X, 便 得 
O° -&)'p 
{E thn) ax - G- kn) s e a 


(5.10.16) 


(k + £)? 62 ðQ 
*3(E— 2ki) lo- 


由 (5.10.16) 式 等 号 左 端 第 二 项 看 出 , 当 - (5 — kn) < 0 时 , 65 的 扩散 系数 为 负 或 
零 如 果 泰 浦 场 干 护 很 大 使 kī > e/2, 扩散 条 数 为 正 ， 则 不 能 实现 压缩 . 现 主 要 讨 
论 ; — kn >0, = +ki>0 情形 , 设 


|| k-e ~ k+e 
 c-«2kn' "  e-2kn (5.10.17) 
Qmn = exp l Àm (5 十 kn) t — An (5 一 kn) | Qu (8)Qu(B) 
将 (5.10.17) 式 代入 (5.10.16) XX, 便 得 
ð? 
(e PEA m) Qm(8)=0 
R (5.10.18) 
07 3 z222 ) /PY 
a tP in) 0a =0 
(5.10.18) 式 的 解 为 
Am = (2m -- 1)e, An = (2n + 1)6 
1/2 - 1/2 
NN 
Vamm! VT2n7l (5.10.19) 
Qm(B) = Nue Ha (V/c8), Qu(B) = Nne? Hn (Và) 


Qmn — exp|- (m 十 1/2)(k e)t m (n 十 1/2)(k 十 EyYtIQs (8)Q4(B) 

当 5 十 kii > 0, 5 — kn < 0 时 ，(5.10.19) 式 给 出 收敛 的 解 ， 但 当 z kn < 
0, 5 — kn > 0 时 , Qu (9) (SX Qu (9) 24 6( 或 B) oo 时 是 发 散 的 这 个 发 散 困 难 
在 求 物理 量 的 统计 平均 时 可 以 避免 . 下面 讨论 6/2 4- kn > 0, 5 — kn > 0 情形 , 即 
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B — oo 时 , Bm(e) 收敛 , 6 一 oo 时 QC) 发 散 的 情形 . 这 里 仍 用 Qus 作 格 林 函 数 ， 
并 按 (5.10.12) 式 得 


Pm -exp |-i( “二 十 e-e )u - 8 


4Ne—2kn | &- 2kn 
TEM , (5.10.20) 
E — € - 
"Aca rema) 9710. 
参照 c, č 的 定义 (5.10.17) Ñ, 将 (5.10.20) 式 写 为 
Pmn = exp (io 十 2 Qmn (5.10.21) 
格林 函数 P(B, B, t; Bo, Bo) 为 
Emn = Na Ns Hg (Vebo) Hn (v ifl) (5.10.23) 
AP N 为 规 一 化 系数 . 为 求 出 和 式 (5.10.22), 利用 如 下 等 式 : 
(E 
$55 A (VEL) H, (ved) 
r (5.10.24) 


2c] Bge- (*-9t _ c(8? 十 B )e-*X(-et 
exp 1 — e-2(k-&)t 
(1 — e-Xk-9ty172 


€ 


- 1 Hn (V/c8)H, (cbo) 


P(B, B, t; Bo, Bo) =N Y^ N2 exp |-n( - )t - ef? - 


XY Ne exp |-nte + Wt + 8? - 53i means (o) 


B N vc 
VT /1 — e2(e—k)t 


exp [EEr p 2867679 — lB? + fie 0979 — eg 
9 1 — e—2(k—e)t 
1 


x ——————————— 
VAS /1 一 2e-2(e—k)t 
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etk, | —26ffge- Ett + e( B2 + B3)e- 2t. cp2 


x exp 7 93- t+ le 2CFkji 


NvVee k—e  c(B — flge- *-9ty? 
— Javie Xk-e P |- 9 t 一 A ES (5.10.25) | 
E 十 天 é(8 — Boe" (€ * 9t)? 
x VARV1 — e- 2(eFk)t exp - 9 t+ ] — e—2(e+k)t 
在 (5.10.25) 式 中 将 规 一 化 系数 形式 地 取 为 
x k-e, c(B— oe *-?ty? dp 
N=- f|- 7 t 一 ] — e-2(k—e)t | mem 1026 
et+k,  &f — Boe - 6 *9ty? dő (5-10.26) 
x J exp -= t+ 1] — e 2(etk)t A — o XETEM 
很 明显 , 这 样 取 定 N 后 , 有 
J | P(8, B,t; Bo, Bo)dBdB = 1 (5.10.27) 
^ 
xr = (8 -— Boe™ -9)/ ] 二 e-2(k-e&)t 
2L (5.10.28) 
y = (B — Boe €* 9) /J/1 — e- Xe 
由 上 述 方程 可 求 得 量子 起 伏 如 下 : 
2 -ex^q 
((8 _ poe =) — (1 an? j i 
e ^" dr (5.10.29) 


— (1 E e 2-e)t) (-2 JE) — =q u e 2-26) 


2 Gy? 
ye™ dy 
《人 四 fige (+t)t)? ) -ü- P 


J ew dy 


2 (5.10.30) 
— (1 u e 2etbt) (3c ES av) 


Ó 1 2 1 
—(1—e ett) | zn (s 2 E az) = 5; e Aet 
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由 (5.10.28) 和 (5.10.29) 式 给 出 a 的 实 部 rı 和 虚 部 ro 的 正规 编 序 方差 为 


B — Bge-*-9* NV Te 十 217 
C (amt) = (E Rt) ) Sg poe Ce 


mE (5.10.31) 
(: (Az)? :) — B = Boe™ tet < u le 一 LIT —2(k--e)t 
V2 A4kiev À ) 
实际 量子 起 伏 应 为 [39] 
((Az1)?) — i4 (: (Az)? )- E > ii B e72(k—e)t) 
5.10.3 
(A3?) = F + G (Ana)? ) = 1- EESE (1 eaten Do 
4 2 4 4KTE À ) 
现 对 (5.10.32) 式 作 进一步 讨论 . 
首先 工作 于 阐 值 以 下 , k-e > 0, 压缩 分 量 : 
1 1 
(Cn 
(5.10.33) 
((Az1)?) ((Azajz) = E ( " c) ( - ei) » 1/16 
最 大 压缩 1/8 为 真空 起 伏 1/4 的 1/2. 
4 LfTBMRULE, k-e<0, Hec k, thk} 
1 1 € 一 Ee}t\ ~ 一 2ct 
Mr = 3 gpp ce 0) e " 
1.1 e e—k)t . et mE 
(Az?) = i6 4— (ee — 1) a ce 


((Az1)?) , ((Az2)?) 仍 满足 测 不 准 关系 : 


((Azx1)’) ((Ax2)’) 之 1/16 


附录 5A Boson 算 子 代数 


下 面 给 出 计算 中 常用 到 的 Boson 算 子 代数 关系 . 根据 Boson 算 子 满足 的 关系 
[a, at] = 1, 可 导出 
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(1) FRA 


a, a^] 2 aa — a'a = [aat — afa]a D + afgg (7D — at'a 


=at- + qt (ggf — atda) (5A.1) 
_ qain 2a" 
Oa! 
同样 
[a!,a!] = —1a 1 = -2% (5A.2) 
对 于 函数 f (a, a1), 先 用 反正 规 编 序 展开 
f(a, a^) = V | faa? (5.3) 


并 注意 到 [4, BC] = [4, B]C + B[A, C] 则 
lat, fla, a*)) - V je{latoarlats + a" lat, ats]} 


= 一 >》 f&[ra" tats (5A.4) 

of” of 

| ða pa 

再 用 正常 顺序 展开 , 同样 可 证 
f (a, a!) 一 ` f~at as (5A.5) 
[a, f (a, a! ]==>》 FAI a, al^ 
of (5A.6) 
at 


(2) Baker-Hausdoff 定理 
设 A, B 为 不 可 易 算 子 , 并 满足 关系 


[A, [4, B]] = [B, [A, B]] = 0 (5A.7) 
则 成 立 


A+B _ eo4eBe-L/24,B] _ Be AG1/2[A.B] (5A.8) 


当 [4, B] JJ c 数 时 , 关系 (5A.7) 显然 成 立 . 例如 jq, p] = ih, [a; a!] = 1 就 满足 
条 件 (5A.7). 现 证 明 (5A.8). 设 f(E) = es4ese ,为 c 数 . 对 微分 得 


m 一 4es4esB 二 es4PBesB 


e 


(5A.9) 
— (A + e&^ Be *^)f(£) 
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先 证 预 理 
g(6 = ^Be-*^ = B + EJA, B] + È IA, [A, B] +- (5A.10) 
由 g(£) = es Be ^*^, 得 g(0) = B. 将 g(£) {È Maclaulin 级 数 展开 
UA AIO) Kleo = (4. B] 
"ee - [4259 - tst sey (5A.11) 
"ier eco = [A, [4, BJ, Sgleo = [4, [4 [4, BI] 


由 (54.11) 得 g(£) 的 Maclaurin 级 数 (5A.10). 又 由 (5A.10) 及 (5A.7)[A, [A, B]] = 0, 


便 得 | 
HE = (A B) + £4 BIHE) (5A.12) 


由 (54.7), A+ B 5 [A, B] 为 可 易 , 故 可 将 这 两 个 量 看 成 一 般 的 可 易 的 变量 ， 积 分 
(5A.12), 并 注意 到 f(0) = 1; 便 得 


F(E) = e£l4+B]+6?/2[4,B] — eeL4+B]e6212[4,B (5A.13) 


这 后 一 等 式 的 成 立 , 乃 是 因为 A+B 与 [4, B] 为 可 易 . 按 /6) 的 定义 SE) = es4et2， 


代入 (5A.13) 故 有 
es4esB — efl4+B]+¢°/2[A,B] (5A.14) 


在 (5A.14) 中 令 & = 1, 并 用 e2148) 右 乘 两 端 , 最 后 得 (5A.8). 
除 此 而 外 还 有 两 个 常用 到 的 关系 式 , 证 明 见 文献 [11]: 


e*^ f (a, a!)e-** = f(a,at + zx) 
e770 f(a,at)er® = f(a + z, a!) 


附录 oB 最 小 测 不 准 态 
KAMME A, B 不 能 互 易 , 并 满足 对 易 关 系 
|A, B] = iC (BB.1) 


C 为 常数 或 男 一 观测 量 , 则 易 证 A, B 不 能 同时 被 准确 测定 . 其 均 方 偏差 满足 不 等 
式 


(5A.15) 


(AA)(AB)? > 44O (58.2) 
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(C) = (YIC |v) (5B.3) 
这 就 是 一 般 称 之 为 Heisenberg 测 不 准 关系 . 在 证 明 这 关系 之 前 , 让 我 们 先 讨论 这 一 
， 关系 的 物理 意义 . E vy 为 4 的 本 征 态 , 就 意味 着 系统 处 于 状态 |w) 时 , 我 们 能 准确 
地 测定 A. BEE y OB 的 本 征 态 , 我 们 能 准确 地 测定 B. 若 v) 为 A, B 的 本 
征 态 , 我 们 能 同时 准确 地 测定 A, B, 即 AA = AB = 0. 于 是 由 测 不 准 关 系 (5B.2)， 
这 只 有 当 | (C) | = 0 才 有 可 能 . 但 车 | (Cy) | 20, 由 (5B.1), A, B 是 可 易 的 . # A, B 
不 可 易 , 并 满足 (5B.1), | (C) | Z0, 对 4, B 测定 的 均 方 差 值 应 满足 (5B.2), 为 证 明 
这 一 关系 , 现 定义 


a=AA=A-(4), B=AB=B-(B) (5B.4) 
lo, 8] = [A — (4), B - (B)] =[4,B]=iC (5B.5) 
(a) = (8) =0 (58.6) 


(Aa)? = (a—- (0)? = (a°), (A8 = (8 — (8)? = (&) 
应 用 Schwarz 不 等 式 
Paz [tas 2 ne 
便 得 


(Aa)? (A8)? = (v o? l) (»| 8? [v) 


(5B.7) 


-f V'o^wvdz 三 V* 8^ ydr 


(5B.8) 


-人 or)owdz { (ronda > | [ exeo 


2 


- | ] oto: 


| lap v) [^ | 
(5B.8) 式 的 最 后 一 步 是 假定 了 o 为 实 的 , a = a*. 
注意 到 
1 1 1 iC 
ap = zl + Ba) + z L - fa) = 5 (o + Ba) 十 可 
代入 (5B.8) 便 得 


(Ao) (A8Y > ŽI (a8 + Ba |) +i (HlO W (5B.9) 
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ab + pa Ej C IJA Hermitian, SK (Y| ab + Bo IV), (|I C |v) 为 实 的 . 于 是 由 (5B.9) 
式 得 出 


(Aa) (A8)? = (AA (ABY > 了 1C (5B.10) 
由 (5B.8) 和 (5B.9) 式 看 出 等 式 成 立 的 条 件 为 
a v) = y8 jv) (5B.11) 
(V| aB + Ba |y) — 0 | (BB.12) 
将 (5B.11) 式 代 入 (5B.12) 式 得 
(y +7") (0| 8^ jy) — 0 (5B.13) 


故 7 应 为 纯 虚 数 . (5B.11) 和 (5B.13) 式 即 最 小 测 不 准 态 应 满足 的 条 件 . 例如 , a = 
q— (d), 0=2-( 人 ,7Y=IL/i 则 得 最 小 测 不 准 态 为 


(p — (»)) lv) = iula — (q)) |v) (5B.14) 
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第 6 章 ”原子 的 共振 荧光 与 吸收 


原子 的 共振 荧光 与 吸收 较 集 中 地 反映 了 光 与 物质 相互 作用 的 基本 物理 过 程 . 本 
章 诈 先 叙 述 了 这 方面 的 实验 研究 结果 , 接着 便 讨论 二 能 级 原子 共振 荧光 理论 ; 其 中 
包括 瞬 态 共振 荧光 , 考虑 到 自作 用 后 的 共振 荧光 , 以 及 微 腔 对 自发 辐射 的 增强 与 抑 
制 、 真 空 场 的 Rabi 分 裂 等 . 


6.1 二 能 级 原子 与 单 色光 强 相互 作用 的 实验 研究 


6.1.1 二 能 级 原子 在 强 光 作 用 下 的 共振 荣光 


应 用 激光 调谐 技术 有 可 能 精确 测定 在 强 单 色光 作用 下 原子 的 辐射 与 吸收 谱 . 这 
些 测定 对 于 了 解 原 子 与 场 的 相互 作用 , 对 于 验证 理论 均 有 很 重要 的 意义 . Stroud 
最 先 测定 在 强 场 作用 下 二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 , 稍 后 , 又 有 更 多 关于 这 方面 的 研 
究 ~ 站. 要 精确 进行 这 种 测定 , 对 原子 系统 、 原 子 束 、 激 光 系 统 均 有 一 定 要 求 . 首 
先 要 选择 一 对 与 激光 频率 为 共振 的 二 能 级 ， 其 他 能 级 因 远 离 共振 ， 与 光 场 的 相互 
作用 可 上 略 去 ， 为 了 简化 分 析 , 原子 的 Doppler 加 宽 与 碰撞 加 宽 均 应 比 自然 线 宽 小 
得 多 .， 当 原子 束 成 垂直 地 通过 激光 束 时 ，Doppler 宽度 可 大 为 减少 ， 单 色 激光 应 
与 原子 跃迁 频率 相近 , 并 在 其 附近 精密 调谐 , 且 光 强 足 够 强 , 才能 观察 到 谱 线 轮廓 
的 变化 .还 应 注意 , 被 作用 的 原子 是 放 在 激光 均匀 照射 下 ， 实 验 中 0 选 钠 原 子 
^Syjy(F = 2), ?Pj2(F = 3) 为 共振 跃迁 的 两 个 能 级 . 原子 束 以 垂直 于 激光 光 轴 的 方 
癌 通 过 激光 束 , 并 在 垂直 于 原子 束 、 激 光 光 轴 的 方向 探测 原子 辐射 的 共振 荧光 . 

共振 荧光 的 理论 最 早 由 Weisskopf 提出 (9, 他 指出 , 当 入 射 光 强 很 弱 时 , 共振 
谈 光 并 不 表现 出 原子 的 自然 线 宽 , 而 是 表现 出 频率 与 入 射 光 相同 的 单 色 光 . 很 多 实 
验 7710 均 证 明了 当 入 射 光 强 很 弱 时 , 共振 荧光 光线 的 宽度 要 比 自 然 线 宽窄 , 可 通 
过 仪器 的 加 宽 与 残存 的 Doppler 加 宽 来 解释 . 在 强 光 作用 下 的 共振 荧光 理论 工作 很 
£ l~d, 现在 较 普 遍 采 用 的 是 Mollow 的 理论 19( 详 细 的 将 在 下 节 介绍 ), 主要 结 
采 为 共振 荧光 谱 包 含 三 个 峰 : 一 个 中 峰 , 两 个 对 称 排 布 的 边 峰 . 边 峰 与 中 峰 高 度 比 
为 1:3:1, 而 宽度 比 为 3y/2:y:3y/2, y 为 自然 线 宽 . 除 此 而 外 , 还 有 一 个 5 函数 型 的 
相干 散射 峰 . 共振 时 , 该 峰 的 贡献 不 大 , 但 有 失 谐 情况 下 , 这 相干 散射 峰 的 贡献 还 是 
可 以 看 出 来 的 . 图 6.1 为 Bzekiell3,5 测 得 的 共振 荧光 光谱 , 实验 与 理论 符合 得 很 好 . 
光滑 曲线 上 迭 加 的 5 型 乃 是 仪器 线 宽 的 卷 积 . 实验 结果 表明 , 在 有 些 情况 下 , 还 会 
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观察 到 非 对 称 的 共振 荧光 谱 办, 即 一 个 边 峰 比 另 一 个 边 峰 低 ( 见 图 6.2(a)). Walther 
古 用 线 侦 振 光 激 发 观察 到 共振 菊 光 谱 的 非 对 称 性 ,这 可 能 由 于 激发 了 其 他 精细 能 
. 98s 而 采用 圆 偏振 光 激 发 的 共振 荧光 光谱 则 是 对 称 的 . 但 Grove, Wu 5j Ezekiel SE 
验 结 采 又 表明 91 谱 的 非 对 称 性 来 源 于 非 均匀 光 强 照射 的 结果 , 与 光 的 偏振 性 无 关 . 
图 6.2(b) 给 出 了 各 种 失 谐 情况 下 的 共振 荧光 谱 , 图 6.2(c), (d) 分 别 给 出 边 峰 与 中 峰 
间距 随 失 谐 频率 及 入 射 激光 功率 的 变化 . 


dead 


—100 —50 (à 50 100— Ju. Bu b) 90 100—100 —50 (c) o0 100 


(a), (b), (c) TM oM 0, "A 的 理论 二 线 Rabi s m = 78MHz, 自然 线 宽 
y = 10MHz 


deduka 


—100 —50 0 50100 一 100 e 90 100 —100 —50 " 90 100 


(d), (e), (£) mM moa 失 谐 分 别 为 
一 50MHz，0，50MHz, 驱动 激光 峰值 功率 密度 为 640mW / cm? 
频率 /MHz 
图 6.1 在 强 驱 动 场 作 用 下 钠 原 子 二 能 级 的 实验 与 理论 共振 荧光 谱 
参见 文献 [3], [5] 


6.1.2 ”在 强 场 作用 下 的 原子 吸收 线 型 


弱 场 作用 下 的 原子 吸收 线 型 为 Lorentz 型 , 这 已 为 弱 的 可 调谐 的 探 针 光束 通过 
原子 束 的 吸收 谱 测量 所 证 实 . 但 在 近 共 振 的 强 场 作用 下 , 原子 的 吸收 谱 线 型 已 发 生 
了 很 大 的 变化 . 为 了 测定 强 驱 动 场 作用 下 的 吸收 线 型 ， 必须 采用 强 的 “驱动 场 ” 光 
束 与 弱 的 “ 探 针 ”光束 沿 着 与 原子 束 垂 直 的 方向 通过 原子 束 . 驱动 场 频率 wy 一 般 
回 定 在 原子 频率 wo 附近 可 调谐 . 为 保证 被 探测 的 原子 是 在 驱动 场 的 均匀 照明 下 ， 
故 探 针 光束 直径 一 般 为 驱动 场 直径 的 1/10. 当 驱 动 场 频 率 wu 与 原子 跃迁 频率 wo 
为 共振 , Bl wa = wo, 由 探 针 光束 测 得 的 原子 峰值 吸收 要 比 弱 场 作用 下 的 峰值 吸收 
小 得 多 . 当 驱 动 场 频率 略 大 于 原子 跃迁 频率 时 ( 见 图 6.3), 峰值 吸收 发 生 在 wh, TH 
对 于 原来 的 弱 场 情况 下 的 原子 峰值 吸收 值 wo 稍 有 移动 , 而 且 在 频率 2wa- wl, 处 有 
一 不 大 的 增益 峰 "5 , 峰值 增益 为 0.796, 而 对 于 同一 原子 密度 测 得 的 弱 场 峰值 吸收 
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为 9.4%. 这 与 理论 计算 结果 基本 相符 US. 理论 计算 表明 , 在 强 场 极 限 下 的 增益 峰 
值 位 置 在 Aw = w — wo = 0/3, 峰值 增益 约 为 弱 场 情况 下 的 峰值 吸收 的 596. 


Pean 
wee 
Ne 一 一 > nai A: A - 
wt -> 


(a) 钠 原 子 3Na 的 共振 荣光 谱 ， 激 发 是 用 5890A 波 长 (b) 各 种 失 谐 由 -70MHz 到 50MHz 情 


的 圆 偏 振 光 (曲线 A), 部 分 线 偏振 光 (曲线 B). 形 下 的 共振 莹 光谱 . 入 射 激光 功 
FE’ S s p-2-—? P, F=3 中 心 频率 处 激光 功率 率 均 为 30mW 
30 mW 
10 3 " 
8 
6 . 2 
4 
1 
2 
—3-2-1.0 1 2 3 10 11 12 
频率 /MHz 频率 /MHz 
(c) kE- P d K [8] E B A33 (d) 3i 5 "PE STER S B 
激光 频率 的 失 谐 而 变 入 射 激光 功率 的 变化 
图 6.2 
参见 文献 [4 


6.1.3 ”二 能 级 原子 吸收 谱 的 功率 增 宽 与 饱和 
为 测定 随 入 射 激 光 功 率 的 增加 , 吸收 谱 线 轮 廓 增 宽 以 及 峰值 吸收 饱和 , 只 需 采 


6.1 二 能 级 原子 与 单 色 光 强 相互 作用 的 实验 研究 - 193 . 


频率 


6.3 
钠 原 子 二 能 级 被 一 频率 为 w 的 场 强 所 驱动 , 失 谐 为 28MHz, 峰值 强度 为 550mW /cm2. 峰值 吸收 发 生 在 
移 位 了 的 wi 处 . 而 峰值 增益 则 发 生 在 2w 一 wh 处 
参见 文献 [15] 


用 功率 可 变 且 频率 可 调谐 的 探 针 光 即 可 , 而 驱动 光 场 可 去 掉 . 图 6.4(a)~(e) 便 是 探 
针 光 逐渐 增 大 时 的 原子 吸收 谱 07. 在 低 强度 时 (图 6.4(a), 光 强 为 0.2mW /cm?), W 
得 线 宽 为 11MHz, 其 中 10MBz 为 自然 线 宽 , 另 1MHz 为 残余 的 Doppler 加 宽 引 起 的 
图 6.4(e) 探 针 光 强 增 至 150mW /em?, 约 为 饱和 光 强 I, = 6.4mW/cm? 的 23 fit. 图 
6.4(e) 被 重 绘 为 图 6.4(f), 测 得 线 宽 47MHz， GEHE Av = y A + I/I; ~ 49.4MHz 


L A 


(a) {=0.031,, 200cts/s ) 121,, 5000cts/s 
(b) 0.251,, 1000cts/s ) 231, 5000cts/s 
(c) 31,, 5000cts/s f) I-231,, 的 功率 增 宽 线 型 


图 6.4 ”二 能 级 钠 原 子 的 功率 增 宽 与 饱和 曲线 
水 平 5.8MHz/ 小 格 , 强度 与 垂直 标尺 (光电 子 计数 /s 小 格 ) 
参见 文献 [17] 
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6.2 二 能 级 原子 的 共振 荧光 理论 


本 节 主 要 介绍 Mollow 的 共振 荧光 理论 1015201. Mollow 所 提出 的 二 能 级 原子 
与 场 相 互 作用 的 理论 模型 是 , 假定 辐射 场 为 振幅 恒定 的 经 典 的 单 色 场 , 不 考虑 辐射 
场 的 量子 起 伏 ， 原子 为 静止 的 二 能 级 原子 , 不 考虑 原子 辐射 的 Doppler 及 碰撞 加 
宽 , 也 不 考虑 方程 (4.3.35) 式 中 的 无 规 力作 用 , 相当 于 将 方程 (4.3.35) 式 对 热 库 求 
统计 平均 . 这 样 , cx， 07 等 已 化 为 c 数 (o), (0t), 而 不 再 是 算 子 , 但 在 具体 计算 共 
JOB, 还 是 应 用 了 量子 回归 定理 . 所 得 结果 与 一 开始 就 引进 无 规 力 , 并 将 
cz, 07 看 成 算 子 所 得 结果 一 致 . 

6.2.1 二 能 级 原子 与 辐射 场 相 互 作用 方程 及 其 解 


现 将 在 相互 作用 绘 景 中 的 (4.3.35) 式 对 热 库 求 平均 , 并 将 0), (0), (07) 仍 用 
oz, 0, 0 来 表示 , 则 得 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 方程 为 


do, - . N 一 j LU —iów 

do~ 。 —iówt — 

u^ —ife Oz 一 ?20 (6.2.1) 
dot . 

D = if2e9wts — yoo * 


其 中 sw = wp — un, wp 为 抽 运 光 的 频率 , o, 为 反 转 粒子 的 稳 态 值 , Q = 2uE/h X 
Rabi 频率 . 令 
g- eet — a(t)el»t. g*e- i9wt 一 q* (te 一 zt 
N=k, Y=k/2, z= /2 idw 
对 于 共振 情形 5w = 0, 则 (6.2.1) RA 


do; B - 。 f2 iwpt * —iwpt 
47 kloz —8;)—i 2 (a(t)e a* (t)e ) 


d iwpty __:; iwpt 
qete ) = —iNo, — z(a(t)e'"»") (6.2.3) 


d (teirt — igo, — z*(a" (tet) 


dt 


fis) >% oz(t) 
| à(s) -| e * | a(t)ee»t | dt (6.2.4) 
à* (s) a* (t)e e»t 


(6.2.2) 


作 Laplace 变换 
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则 (6.2.3) 式 变 为 
(s + &)(s) 17 (G(s) — à*(s)) — 00 + N52/s 


if2f(s) + (s 十 z)&(s) —a(0) (6.2.5) 
—iQn(s)- (s + z*)à*(s) —- a* (0) 
式 中 oo = 2. = -5. 按 0。 的 定义 即 反 转 粒子 数 的 1/2, oz = 6. = —1/2, 表明 在 
没有 外 场 驱动 即 2 = 0 情形 下 , 原子 处 于 基态 . 
又 注意 到 (1.6.14) 与 (1.6.15) 式 及 初 值 —20,9 =1 及 -25, = 1 5j Mollow 定 
义 的 元 元 间 的 关系 为 
—20,, = alas + ala, = |1)(1|+|0)(0| = oto + oot = n(0) + im(0) 
式 中 , n,m 原子 分 别处 于 激发 态 与 基态 数 , 元 十 区 = 1. 故 (6.2.5) 式 的 解 为 


LENS (s + 2) (sr 2*) 07/2. (2? " if2(s -- z)(s 4- z*) 5 m 
als) c E TH a0) + za) 28 267 1) + mm(0)) 
F(s) = (s + &)(s + z)(s + z*) + 2*(s + «/2) 

(6.2.6) 
(6.2.6) AET SX 
à(s) = aa(s)ja(0) + taar (s)a* (0) + ŭan(s)N(0) + o4 (s)m(0) (6.2.7) 
求 反 变换 便 得 
ei2r(tt7T)a(t+7) = Uan(T)N(t) + uso (r)(e"»*a(t))--uaa- (7T) (eT rta*(t))+uam(T) (t) 
(6.2.8) 


式 中 ， Uan(T), UaalT), Uaa* (T), Uom(T) 分 别 为 Uan(s), üao(S), üao- (s), üom(s) 的 
反 变 换 . (6.2.8) 式 又 可 写 为 


a(t +T) = uan (T, t)R(t) + uaalT, t)a(t) + uaa (T, t)o" (t) + uam(r,t)m(t) (6.2.9) 


其 中 ， 


Uon(T, t) = Uan (r)e ie» 7) 


Uoo(T,t) = Uaa (rje? T 


loo" (T, t) — Uoo* (rje ~rt i2wpt 


Uom(T, t) = Uam(T)e i» (tT) 


上 面 得 到 的 解 实质 上 就 是 我 们 在 2.2 节 中 得 出 的 Bloch 方程 的 Torrey 解 , 但 (6.2.9) 
式 的 形式 更 适 于 计算 二 能 级 原子 的 共振 荧光 . 
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6.2.2 ”二 能 级 原子 的 共振 荧光 计算 


由 a(t), a*(t) 的 定义 (6.2.2) 式 得 知 a(t) = (c(t)e 02:5), 但 这 是 在 相互 作用 绘 
、 景 中 求 得 的 , 当 回 到 Schrödinger 绘 景 时 , 便 是 


a(t) = (a102) = (e^ (t) 
a*(t) = (c* (t), A(t) = (at (t)a" (t) (6.2.10) 
m(t) = (e^ (t)o(t)^) 
用 密度 矩阵 表示 便 是 a(t) = trlo(t)o-], m(t) = telo(t)o70*], a" (t) = tr[p(0)o+], n) 
= tr[o(t)o*e-] 等 . 
现在 要 求 在 驱动 场 作用 下 原子 的 辐射 线 型 , 或 者 说 在 入 射 的 单 色光 作用 下 , 原 
子 的 辐射 光谱 . 包括 入 射 光 及 原子 辐射 在 内 的 场 强 E (n t). 可 写 为 


E* (r,t) = (rjo (t — r/c)+ Ej (r, t) (6.2.11) 


w2 
RE, Ej (r,t) 为 入 射 光 场 ; p(r) 为 原子 的 偶 极 辐射 001, ptr) = (一 93 ih x 
r) xr; o-(t 一 r/c) 为 原子 的 下 降 算 符 . 散射 光 场 的 一 阶 相关 函数 为 
GC (rtr, t) = e3(r)yex(r)(o* (t — r/c)o- (t — r/c)) (6.2.12) 


设 原子 辐射 是 一 平稳 的 随机 过 程 , 故 有 


(o (t — r/c) (t —r/c)) = g(t' — t) (6.2.13) 
散射 光 功 率 谱 为 
I(v,r) = T. dr De (r,O:r,7) (6.2.14) 
故 在 r 点 的 功率 谱 可 表示 为 |p(7)|? — g(7) 的 Fourier 变换 (v) 的 积 EI 
Gr) = APIE), at) = 人 arena) (6.2.15) 
散射 光 的 平均 强度 为 


元。 (6.2.16) 


1= f av 16,7) = PIO = em 
式 中 , nu, 为 原子 处 于 激发 态 的 概率 
fios = lim (e^ (e^ (0) 


6.2 ”二 能 级 原子 的 共振 荧光 理论 . 197 - 


由 (6.2.13),(6.2.15) 式 得 知 原子 的 自 相关 函数 g(t 一 t) = (o (tjo (t)) 的 Fourier 
变换 决定 了 散射 功率 谱 I(v;7), 但 期 待 值 (o^ (t')o (t) 是 涉及 双 时 (t 时 和 t 时 ) 
两 个 物理 量 . 为 此 , 必须 将 其 中 的 一 个 物理 量 , 例如 o (0) 45,3829 t 时 的 物理 量 , 即 
经 过 变换 o7 (t) 一 u-1(tt')a- (tult, t), Ej o^(t^) 相 乘 , 再 求 统 计 平 均 , 即 为 


(c* (t')a- (t)) = tr{p(t)ot (t')u ! (t, to (t')u(t,t)) (6.2.17) 


而 (6.2.17) 式 中 的 p(t^) 又 可 写成 场 的 密度 矩阵 [0) e p (0| 与 原子 密度 矩阵 palt) 的 
直接 乘积 , 故 有 


| e*(t)o7 (0) = tr{lO) ez (Oloa (t) E uE, t) E ult, t) (6.2.18) 
求 单 时 算 子 o7 (t) 也 可 以 这 样 做 , 即 
a(t) = tr(|0) rr (Opa (€ )u "(t t')o " (t)u(t, t?) (6.2.19) 
比较 (6.2.18) 和 (6.2.19) 两 式 , 便 得 出 对 应 关系 : 
Palt’) > palt’) (t^) (6.2.20) 


这 两 个 关系 表明 , 双 时 相关 函数 的 期 待 值 (07 (t)o- (0). 与 单 时 量 的 平均 值 alt) = 
(a7 (0) 形式 上 是 一 样 的 , 只 需 用 pa (t)o* (t) RE ps (t^). 这 就 意味 着 (6.2.9) 式 中 
的 参量 n(t), a(t), a* (t), 元 (t) 等 也 应 作 相 应 的 代 换 : 


a(t) = (a (t)) — (e^ (t)a- (t)) = n(t) 
a(t) = (e*(5) > (e*(e* (0) =0 $221 
T(t) = (o^ bo (t)) => (a+ (t)a- (t)a* (t)) = (a+ (t)) = a* (t) 
n(t) = (at (t)o™ (t)) > (oT (tjot (t)o™(t)) = 0 
将 (6.2.21) RARA (6.2.9) 式 , 便 得 | 
g(,t') = (o^ (t + T)o (t)) = uae (T, t')n(t^) + Uam(T, t')o" (t^) (6.2.22) 
ES | 
toaln t) = taalr)e 1 (6.223) 


Uam (T, t) — Uam(T)e Te irt 


由 (6.2.8) 式 到 (6.2.22) 和 (6.2.23) 式 即 量子 回归 定理 25 的 一 个 特例 . 
24 t — oo 时 , g(r, t^) 一 g(r), 而 


g(T) = use (r)e T ny, + us (T)e 1*7 (o e i») (6.2.24) 
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AF, nos, ot, 可 由 方程 (6.2.3) 式 的 定 态 解 得 出 


1 (2? /4 
2 Q?/2--8w? + k?/A4 


Noo = Ozo 十 


(6.2.25) 
a* e iv» — (—if2/2)z 
2o (22/2 + (ðw)? + k?/4 
对 (6.2.24) 式 进 行 Laplace 变换 , 便 得 

9(s) = Ŭŭaals + iup)Tioo + Ŭamls + iwp) (až e iust) (6.2.26) 

AP, üoa, am 由 (6.2.6) 和 (6.2.7) 式 给 出 

a (s) (s + z)(s -- z*) + Q?/2 "us _ iQ(s- z)(s-z*) 

ao(s) = m am(s) — 3s (6.2.27) 


当 s 一 -iwp 亦 即 散射 频率 与 入 射 光 频 率 w 为 相同 的 相干 散射 情形 , (6.2.26)， 
(6.2.27) 式 给 出 
, 00 (Q2? /4)z* KZ (Q7/4)|z|? 2 
,Um [s + iw5)9(s)] = Daa + (wh 4 K274 FO) = (Lon e ey = |æ] 
(6.2.28) 
这 个 相干 散射 项 对 应 于 振动 aoo(t) = |aoole-i*rt， 下 面 为 简单 计 , 将 ow BX w. 
Oo (t) 的 目 相关 函数 为 goon(7) = a*_(t)aoo(t 4- 7) = |a2,le-i2", Laplace 变换 后 为 


| Wu 将 相干 散射 分 量 从 o) HRE, 便 得 非 相干 散射 分 量 : 


^ Je? - 
Qinc(s) = 9(s) 一 (5. ig) (6.2.29) 


将 (6.2.26) 式 代 入 (6.2.29) zX, 得 


1 
hc(s) = 7 x (s 4- iw)* 4- 2&(s + iw) + R /2+k (6.2.30) 
23x ef Fle Fiw) 


由 (6.2.15) 式 定 义 的 相干 函数 谱 5(z) 可 直接 由 Laplace 变换 得 出 . 这 是 因为 g(—7) = 
g*(r), WA g(v) = 2Re[g( —iv)]. 将 (6.2.29) 和 (6.2.30) 式 代 入 便 得 


g2 Vw)? + (02/2 r?) 
[fv — o) 


g(v) = 2x|os | ó(v — w) 十 元 ok (6.2.31) 
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对 于 共振 情形 5w = 0, f(s) 的 三 个 根 为 


$2 — —4R + («2/16 — (22)1/2 (6.2.32) 
$81 = -žk — («2/16 — Q2)? 


(6.2.31) 式 可 写 为 


(v — w)? + (0?/2 + k?) 
[v — w)? + s2l[(v — w)? + sille — w)? + s3 
D, M — (v —w-— Q')N 
一 2x |o | ó(v 一 w) + Ww- w)? + s82 + a 
M c (v—w-4c0P")N 
(v — w + (7)? - o? 


g(v)— 2x|arss|^ó(v 一 w) 十 元 -KOI 


(6.2.33) 
式 中 ， 
1/2 
3 ) 2 K? 
r=- 9 (a a 
1 3 N? — k? /2 
Do = žkħñ%, M = kñ 
2n g^ c 十 53 | (6.2.34) 
1 
二 HK 元 <。 5R? 一 l2 
N=8 2 
()' l > 
(22 十 9^ 


由 (6.2.33) 和 (6.2.34) 式 看 出 , 中 峰 宽度 |so| 与 边 峰 宽 度 |o| 之 比 为 1:3/2; 而 峰值 


-6 -4 -2 0 2 4 6 


6.5 ”在 外 场 共 振 驱 动 下 二 能 级 原子 的 光谱 密度 
参见 文献 [10] 
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之 比 为 Du - 了 对 于 强 场 0 > «2/2, 峰值 比 便 是 13/3. 图 6.5 
NER 5(v) 曲线 , 这 些 就 是 共振 荧光 实验 结果 分 析 中 用 到 的 理论 
结果 
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原子 的 辐射 与 跃迁 是 原子 物理 与 量子 力学 中 一 个 很 基本 的 也 是 饶 有 兴趣 的 理 
论 与 实验 课题 . 自从 Einstein 引入 自发 与 受 激 辐射 系数 后 , 一 个 很 长 的 时 间 内 , 似 
乎 问题 已 经 解决 ， Purcell 早期 的 工作 是 很 重要 的 46 但 在 当时 未 引起 足够 的 重 
9. 只 是 若干 年 后 , 又 重新 提出 来 进行 探索 . 这 就 是 目前 有 关 原 子 腔 量子 电动 力学 
(QED) 研究 的 开始 . 下 面 就 从 自发 辐射 . 原子 与 场 作用 J-C 模型 等 方面 讨论 这 一 问 
题 . 


6.3.1 自发 辐射 的 增强 与 抑制 


(1) 经 典 自 发 辐射 理论 

一 带电 的 简 谐 振子 在 外 场 作用 下 , 是 吸收 还 是 放出 能 量 , 主要 依赖 于 简 谐 振子 
与 驱动 场 同 相 位 (Ao = 0) 还 是 异 相位 (Ad = x), 这 就 是 吸收 与 受 激 辐射 ， 此 外 ， 
即使 没有 外 加 电磁 场 的 驱动 作用 , 由 于 简 谐 振子 的 加 速 运动 , 还 会 自发 辐射 出 能 量 
经 典 电动 力学 给 出 辐射 的 总 功率 P 为 


2e2ao2 2e? 4e?w^ > 


T7383 = 3:3 (C 2w^r coswt)?) = ad 7 (6.3.1) 
自发 辐射 概率 W, 为 
P 4e?r?u? 
W, = mo 7 anms (6.3.2) 
(2) 半 经 典 理论 


从 计算 原子 在 状态 的 跃迁 概率 出 发 得 出 第 二 黄金 律 , 即 由 激发 态 向 基态 跃迁 的 
概率 为 
W = EB) (EL Hm) (6.3.3) 


其 中 (k|H'|m) AREER, Ey = huy, p(Ex)hdwy 为 原子 跃迁 的 终 态 频 率 在 
wk 一 wk + duy 范围 内 的 终 态 数 . 半 经 典 理论 的 (6.3.3) 式 与 经 典 理论 (6.3.2) 式 
的 一 个 很 大 的 区 别 在 于 将 自发 辐射 跃迁 概率 同 原子 的 跃迁 元 (k| "| m). 及 终 态 密度 
p(Bk) 联系 起 来 了 , 而 不 是 像 经 典 偶 极 振子 理论 那样 只 涉及 电子 的 加 速 而 不 涉及 终 
态 密度 . GE H' 采用 电 偶 极 相互 作用 , H' = —E-(—er, 场 E 用 零 场 起 伏 , 参照 
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— 1 1 2x w?dw fiu? 
(1.8.2) XX, E? = zEjdu. = ,—— aa V = —5dux, Wl 


KE[E" m)? = LN 2r2 COS? Ü 6.3.4 
= 元 3dwke Tia COS (6.3.4) 


将 (6.3.4) ARA (6.3.3) XX, 并 取 定 终 态 数 p(k)iidw = 1, 得 


2x w3 —— 4er? w3 
= — — e ria Cos? 8 = km km 
ITC 


h 3hc? 
将 这 结果 与 经 典 自 发 辐射 跃迁 概率 W 的 (6.3.2) 式 相 比 , 形式 上 是 一 致 的 .当然 
1s Tim wm 意义 是 不 一 样 的 , w 为 偶 极 振动 频率 , r 为 振幅 ; wm = E 为 
电子 在 能 级 间 的 跃迁 频率 , rem = (kirim) 为 在 能 级 m, k 间 的 矩阵 元 . 而且 W 


还 可 以 写 为 W = EU rinm, p, = 人 hm 为 自由 空间 的 辐射 场 的 模式 密度 公式 
BH Rayleigh-Jeans 公式 . 而 R-J 公式 给 出 的 是 一 个 没有 腔 的 自由 空间 密度 公式 . 如 
RATE, 不 论 是 闭 腔 还 是 开 腔 , 只 要 腔 的 线 度 不 是 很 大 , 态 密度 公式 就 要 作 相应 
的 修正 . 这 从 RJ 公式 的 推导 中 能 看 出 来 . 

(3) 有 损耗 腔 的 状态 密度 

在 射频 波段 的 核磁 共振 实验 中 , Purcell 较 早 就 注意 到 按 公式 (6.3.5) 计算 出 的 
跃迁 概率 非常 小 “6 , 相应 的 弛 物 时 间 则 非常 大 (5 x 1021s = 1.6 x 1014yr). 在 进行 
实验 的 时 间 内 到 达 平衡 已 不 可 能 . 若 考虑 到 核磁 系统 耦合 到 一 谐振 电路 , 而 谐振 电 
路 的 谱 分 辨 率 为 v/Q, 在 dv 内 的 状态 数 为 A 2 是 两 个 偏振 分 量 . 三 维 自由 空 
闻 中 的 态 数 cos? 6pcdwV = 8xv2dvV/(3c3), 在 目前 情况 已 不 适用 . 两 种 状态 数 的 比 
f 为 


(6.3.5) 


2dr 
|| vR | 3Q»X 
f= 8rz2dz 4n V (6.3.6) 
3c? 


= f» 1 时 表明 自发 辐射 概率 增 大 , T S ERES TRATEN S. 根据 实际 达到 的 Q,A,V 
值 进 行 估算 , 弛 欧 时 间 已 减 小 到 分 钟 量 级 , 即 经 几 分 钟 后 就 达到 热平衡 . 

在 光 频 区 的 自发 辐射 跃迁 中 , 也 有 如 何 计 算 有 损耗 的 开 腔 的 状态 数 及 自发 辐射 
概率 问题 , 亦 即 如 何 计 算 (6.3.6) 式 中 的 Q 因子 . 现 考 虑 光波 在 平行 平板 A, B 构成 
的 腔 中 传输 , 如 果 A, B 都 是 全 反射 的 , 则 腔 的 模式 频率 间隔 ov = c/1. 这 是 将 驻 波 
节点 取 在 腔 面 上 的 结果 . 如 果 将 B 面 改 为 部 分 通过 , ( 见 图 6.6), 则 原来 在 B 面 上 的 
节点 , 已 通过 B 面 与 A 面 的 内 反射 移 至 ATH. 节点 间距 离 也 增 至 ; = 2nl(n 为 大 
于 1 的 整数 , n = 1 为 一 次 反射 , n > 1 为 多 次 反射 ). 另 一 方面 , ERM B 每 反射 一 
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次 便 经 历 一 次 透射 损失 , 容易 计算 腔 内 光 能 5 的 衰减 为 (这 里 不 考虑 侧面 的 逃逸 
损耗 ) 


dë — 1-R 
-一 一 一 p, S= dye /Te 
dt Ae ^ Qe 


7 = TE (6.3.7) 


AF R 为 反射 系数 , r 为 光子 在 腔 内 的 寿命 , 于 是 可 算出 腔 的 品质 因素 为 
V 4xl 1 l 


ML MJ 6.3.8 
Q = wre = A TIL RA A (6.3.8) 


AF Av = (217,)-! 为 腔 的 光谱 分 辨 , 而 


- 4xl 
l = rR 277cc (6.3.9) 
于 是 有 / 
Av | vA/l I 
二 ”一 一 = 6.3.10 
ôv c/l 1 ( 


该 式 表明 , 由 于 腔 内 多 次 反射 , 有 效 长 度 由 1 增 至 上 理想 腔 时 , 纵 模 间隔 为 c1, 光 
谱 分 辩 率 亦 定 为 v — c/L, 有 损耗 情形 ,由 于 有 效 长 度 增 至 D, 光谱 分 辨 率 亦 变 为 
Av — vafl = ef. 在 z 方向 的 态 密度 与 光谱 分 辩 成 反比 , 由 p 增 至 p = 55; 在 
y, z 方向 没有 反射 或 部 分 透 过, 亦 即 没有 腔 面 , 态 密度 与 RJ 公式 同 . 故 总 的 态 密 
度 比 px/pc, 即 沿 z 方向 的 态 密度 比 /fi 为 | 


| 


pX/ Pc = Paf Do = 7 一 QA/I (6.3.11) 


34 QA > ! 时 , 上 自发 辐射 是 增强 了 .但 当 QA « ! 时 , 上 自发 辐射 被 抑制 因而 减弱 
了 4, 将 这 种 计算 有 损耗 的 腔 的 态 密度 比 的 方法 推广 到 一 个 圆柱 形 的 波导 腔 . 参 
见 文献 [75], 一 个 圆柱 形 波导 腔 , 沿 轴 方向 传输 的 基 模 的 波 数 为 


27 
k = —(v 一 ve) /?, voi = C/ 和 ol 


Ao = 一 n?—mn$ ` (6.3.12) 
uoi 


AF zol 为 截止 频率 , 亦 即 不 存在 v < vo 的 模式 , na, mi, a 分 别 为 波导 的 外 套 与 内 
芯 的 折射 率 以 及 内 芯 的 半径 , uoi 为 Bessel 函数 Jo(u) 的 第 一 个 0 点 , uo = 2.405. 
ào = c/n 为 截止 波长 . 又 设 圆 柱 的 长 度 为 L, 则 驻 波 条 件 为 kL = 2zxm(m 为 整 


数 ), 于 是 有 状态 密度 
4 dm 4 V 


pT i (6.3.13) 
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因子 4 是 考虑 到 两 个 偏振 分 量 及 +m) 而 引进 的 . 

当 v > zol 并 接近 voi 时 , o, 有 一 共振 增强 . 但 当 v < zol 时 , 由 于 截止 , 自发 
辐射 受阻 不 能 发 生 . 

当 包 括 更 高 阶 的 截止 波长 时 , (6.3.12) 式 中 的 voi, Aoi, uoi 可 用 voj, Aoz, uo; 来 
FEIN n 78 700) A 108, 3:8) TT A 


Dg — — » CEST AUD (6.3.14) 
"P 趋 于 很 大 时 , 态 密度 p, 趋 近 于 R-J 公式 的 态 密度 pe 图 6.7(a) 给 出 
Pg (v/vo) 5i v/vo 的 关系 曲线 , 图 6.7(b) 给 出 状态 密度 比 R(v/vo) = pg(v/vo)/ pe(v/ vo) 
BE v/vo 的 变化 曲线 . 图 6.7(a) 中 的 光滑 曲线 为 态 密度 pe. 在 v = vo; 附近 的 奇异 
行为 可 通过 引进 波导 腔 的 阻尼 及 品质 因素 Q m a/6 来 表示 , 5 为 趋 肤 深度 . 参照 
(6.3.11) 式 , 便 得 
R(voj vo) ~ QMoi/a (6.3.15) 


-一 


A B 
图 6.6 平行 平板 腔 中 光 的 传输 


I2 
aa 
1 
0123 456 7 8 9 10 = 05 1 2 3 
v v 
Th Uo 
e SE E EE (b) 波导 腔 的 模式 密度 与 自由 空间 
密度 . 频率 单位 为 波导 腔 的 截止 频率 ， 的 模式 密度 比 ， 粗 线 为 |Am|=1 跃 过 的 
光 清 曲线 表示 自由 汪 间 的 模式 密度 模式 密度 比 
图 6.7 
参见 文献 [47] 


4) 腔 内 单 原子 自发 辐射 的 实验 观察 
体现 腔 内 单 原子 自发 辐射 的 增强 因子 5 — DO. UR. (6.3.6) 式 )， 已 在 射频 核 


. 204 . 第 6 章 ”原子 的 共振 荧光 与 吸收 


磁 共 振 实验 中 得 到 证 实 . BM A? 5 V 为 同一 量 级 , Q 可 做 得 很 高 , 易于 实现 f > 1. 
但 在 光 频 区 , 通常 使 用 开 腔 ， 其 有 效 体积 V 远大 于 X, 即使 Q 很 高 ,，f 值 仍 为 
和 1. 为 了 观察 谐振 腔 对 原子 自发 辐射 的 影响 , 只 有 将 谐振 腔 做 得 很 小 , 或 选择 跃 
迁 能 级 较 接 近 , 使 得 辐射 波长 A 足够 大 . 文献 [48] 中 选 Na 的 Rydberg 原子 进行 
实验 , 其 跃迁 能 级 为 235 至 22P,,, 或 22Pyjs (vi = 340.96GHz 或 vo = 340.39GHz, 
Al F2 À2 & 0.88mm) Fabry-Perot FE, 腔 长 L e 25mm, HÆ, Gaussian 光束 腰 
w ~ 1.9mm. Rydberg 原子 23S 态 是 用 5ns 脉冲 染料 激光 激励 Na 原子 获得 的 . Bk 
冲 重 复 频 率 为 10s-!. 改变 激光 强度 , 每 一 脉冲 激励 的 原子 数 可 在 1 ~ 103 内 变化 . 
原子 通过 光 腰 的 平均 时 间 At = 20s 腔 长 可 调谐 使 得 与 原子 跃迁 能 级 为 共振 .图 
6.8 为 实验 布置 图 ， 模 体积 V = nLu?/A = 70mm3, 腔 的 f 因子 为 7.4 x 1074Q. 
Rydberg 态 225 — 22P 的 自由 空间 跃迁 几率 W = 150s-1， 腔 增强 自发 辐射 跃迁 
概率 W. = fW = 0.119. 当 Q = 109 , YE At = 2hs 时 间 内 , 将 有 WAt = 0.22 
个 原子 由 235 跃迁 到 22P. 为 得 到 更 高 的 @ 值 , 整个 系统 采用 超 导 低 温 (5.7k) 
冷却 ， 飞 过 谐振 腔 的 原子 , 再 进入 一 平行 平板 电极 , 上 加 一 由 0 ~ 1000V 的 电场 ， 
使 原子 离 化 , 并 用 电子 倍增 管 探测 , 其 结果 如 图 6.9 Biz. 曲线 a, b, c 给 出 被 探 
测 的 离 化 信号 , 实 线 为 有 共振 腔 增强 自发 辐射 , 原子 较 多 处 于 22P 状态 ; 而 虚线 
为 非 共 振 腔 , 无 共振 增强 自发 辐射 情形 , 原子 基本 上 处 于 23S Rydberg 态 , 实测 得 
WAt —0.16,Q ~ 7.5 x 109 . 由 此 可 算出 腔 的 阻尼 8v = 如 x~ 2.8 x 106s-1. 而 增 


强 的 自发 辐射 概率 W, — p — 8 x 105s-1, Hl 8v HE W, 大 约 35 fi. 绝 大 部 分 自 


| o 
| sat 腔 À TY 
吸 器 21227 / 
© p 


TI 7 
温度 计 才 AN 
标尺 (cm) 
012 34 5 


图 6.8 ”实验 布置 图 
参见 文献 [48] 
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发 辐射 产生 的 光子 均 被 镜面 吸收 所 阻尼 掉 . 若 再 增加 Q 10 ££, 则 sz 与 W 分 别 为 
2.8 x 10?s ,8 x 105s-1. 光子 产生 的 概率 与 经 由 腔 损耗 的 概率 为 8/2.8 e- 2.8, 故 腔 
内 光子 将 被 储存 起 来 , 直至 下 一 次 被 原子 再 吸收 为 止 . 这 样 便 形成 一 个 能 量 在 原子 
与 腔 的 模式 间 来 回 振荡 的 过 程 . 


压强 信号 (任意 单位 ) 


23S 22P 时 间 


图 6.9 腔 增强 自发 辐射 
虚线 为 非 共振 腔 ; 实 线 为 共振 腔 ， 曲线 a, b, c 对 应 于 腔 内 原子 数 分 别 为 3.5, 2 与 13. a c 为 


参见 文献 [48] 


通过 原子 与 平行 平面 腔 的 耦合 , 不 仅 可 以 增强 自发 辐射 , 也 可 以 使 自发 辐射 完 
全 被 抑制 掉 , 文献 [49] 进行 了 这 方面 的 实验 验证 . 他 们 采用 的 是 处 于 “ 圆 态 ”的 铭 
原子 束 , 观察 的 跃迁 为 (n. = 22, |m| = 21) 5 (n = 21, |m| = 20), 波长 A = 045mm. 
所谓 “ 圆 态 ”是 指 主 量子 数 n 很 大 而 磁 量 子 数 |m| = n — 1091, 原子 只 通过 偶 极 跃 
迁 辐 射 能 量 , 选择 定 则 为 Alm| = —1, 辐射 偏振 垂直 于 量子 化 方向 , 亦 即 垂直 于 加 
在 平行 平板 间 的 电场 方向 . 用 通常 计算 自由 空间 模式 密度 方法 计算 间距 为 d 的 平 
行 平板 间 的 模式 密度 DU. 易 证 当 d < A/2 时 模式 密度 为 0; 而 当 d > 和 /2, 原子 处 
于 离 中 间 平 面 z 处 的 辐射 跃迁 概率 为 


A' = 3A4o sin"(nz/d — x/2) (6.3.16) 
式 中 Ao 为 Einstein 自发 辐射 系数 . 将 (6.3.16) 式 对 z 求 平均 便 得 A' = 34, 故 将 


平行 平板 间距 由 d > 和 /2 逐渐 减 小 到 d < 和 /2, 原子 的 自发 辐射 概率 由 340 急剧 下 
降 到 零 . 同样 可 固定 d, 通过 Stark 效应 连续 改变 X 由 d> 和 /2 变 到 d < X/2 亦 可 
6.10 是 直接 观察 到 的 自发 辐射 信号 . 当 /2d > 1, 自发 辐射 受 抑制 . 
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0. 975 


A/2d 


1. 01 
1. 02 
1. 03 


图 6.10 24 A/2d 接近 截止 值 时 的 自发 辐射 信号 
参见 文献 [49] 


6.3.0 ” 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 的 J-C 模型 


在 共振 荧光 方程 (6.2.1) 中 , 驱动 场 Bo( 包 含 在 Rabi 频率 N = 2uEo/h 中 ) 看 
成 常数 , 不 受 原 子 辐射 与 吸收 的 影响 . 这 只 在 驱动 场 Eo 很 大 而 原子 的 辐射 又 很 小 
FRAL. 如 果 不 是 这 样 , 可 将 驱动 场 EQ FA b 中 , 并 不 单独 分 离 出 来 . 这 时 就 要 用 
到 包含 原子 与 辐射 场 相互 作 用 的 (4.3.38) 式 . 在 不 考虑 失 谐 Aw, Aw。 及 损耗 即 弛 
BS y, 2 x 且 略 去 无 规 力 D, rE, FE 的 情况 下 , 在 相互 作用 表象 中 (4.3.38) XX 
简化 为 


x = —igblo^ +ig*bot 
do^ ok db ,. —. 
de^ 一 120 azb， 47e 
t t 
t = i2gblo,, zd = —ig'o* (6.3.17) 


这 就 是 原子 与 场 相互 作用 的 J-C 模型 52, 
由 此 可 求 得 (下 面 用 “.” 表 示 对 时 间 的 导数 ) 


(ac-o+ + oto) = 2o,(igb'o- —ig*bo^)--2(igb!a ^ —ig*o?)o, = —2(0z0z) (6.3.18) 


故 有 
oot+oto = —20? + C (6.3.19) 
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同样 

(bib) = —ig*o*b-rigblo- 一 一 os 
BUR 

btb = —o, + C' (6.3.20) 

X. - 
öz = —g^(o o* +oto ) — 2g? (btb + bb')o; 
由 (6.3.19) 和 (6.3.20) 式 及 bbt = 1 + b!b 得 

— 6g*c? + 2g^(1 + 2€C)e, 4- g?C =0 (6.3.21) 


”者 将 (6.3.21) 式 中 的 cz 算 子 理解 为 期 待 值 (02), 92,02,0; 分 别 用 (82). (02)?, (02) 
来 代替 , 像 Janeys 和 Cummings 在 他 们 提出 的 新 经 典 理论 中 所 做 的 那样 021. 并 令 
C ==1/2,a = 1-- 2C', 则 积分 (6.3.21) 式 得 


((6))* —g (402) — 1)((0z) — a/2) = 0 (6.3.22) 


当 (oz) = +1/2 时 , (6.3.22) 式 给 出 (öz) = 0. 积分 (6.3.22) 式 , 并 令 z = 202), 
便 得 à 
Vat = -~ 6.3.23 
d J V (2 — 1)(z — a) l | 
此 即 Jaynes, Cummings 周期 解 3. 34 a > 1, Æ z = +1 间作 周期 运动 , z = +1 为 


HA; 当 a < 工时, HAX z= -1,a. C' = =(a—1) =n+1/2 为 腔 内 光子 储 能 , 1/2 
为 零点 能 起 伏 . (6.3.23) — 


1 

z(t) = —1 + 2sn?(Vn + 1gt +Q, UT (6.3.24) 
z(0) 4-1 1 

Q — arc sn | — zu) (6.3.25) 

Q 为 运动 的 初 值 , 当 a 很 大 时 , 椭圆 函数 趋 近 于 三 角 函 数 . 

dz 
V2gt ~ z 一 = uer sin z(t) — 2Q) 

z(t) = sin(2Vn + 1gt + 2Q) (6.3.26) 


(6.3.26) XJ a = 2(n + 1) 很 大 的 情形 的 解 . 另 一 方面 , 24 a 很 小 , 例如 n= 0 
时 , 为 只 有 起 伏 能 的 特殊 情形 , 这 时 解 (6.3.24) 不 再 是 周期 的 . sn(u, 1) = tanh u, 当 
u — coo,tanhu 一 +1, 这 表明 当 原 子 处 于 激发 态 时 , 场 能 已 耗 尽 . 
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(6.3.22)(6.3.25) 式 是 新 经 典 理论 , 不 是 全 量子 理论 . 按 全 量子 理论 (02) 4 
(0z)*, (02) = 1/4,(o-ot+ 十 oto-) = 1, 由 (6.3.19) R C = 3/2， 将 这 些 结果 
代入 (6.3.21) 式 后 并 求 期 待 值 , 得 


(84) -- 2g^a(o,) — 0 (6.3.27) 
解 为 ; ; 
(0z) = 7 cos(gV2a t) = 7 cos(2g vn 4- 1 t) (6.3.28) 


图 6.11 给 出 新 经 典 理论 (6.3.24) 式 与 全 量子 理论 (6.3.28) 式 的 比较 , 按 不 同 
n 值 计算 出 来 的 (o2) 随时 间 t 的 变化 , 分 别 用 实 线 与 虚线 来 表示 , 当 n = 1,2, 实 
线 与 虚线 有 差别 , 但 不 是 很 大 , 当 n = 9, 实 线 与 虚线 几乎 重合 . 但 是 , 实验 已 证 明 ， 
新 经 典 理论 与 实验 结果 不 符 591. 现 利用 全 量子 理论 来 讨论 谐振 腔 使 自发 辐射 概率 
增强 的 效应 . 以 氨 分 子 通 过 圆柱 形 谐振 腔 激发 最 低 的 TM 模 为 例 BI, (6.3.28) 式 
中 的 9 = 元 T Jı = J(u) = 0.519, u = 2.405 为 Jolu) = 0 的 第 一 个 根 , A 
分 子 的 跃迁 频率 为 24kMHz, w = 2x x 24 x 109, V 为 谐振 腔 体积 , 腔 长 取 100m. 
4 三 1.47 x 10 !9e.s.u, 由 此 算得 g/w = 2.08 x 10-10,g z 5 x 2ns-1. 氮 分 子 进 入 腔 


内 , 经 过 cs 后 , (o.) 已 衰减 到 初 值 的 E (: x5 x = - o| 倍 . 这 与 氨 分 子 的 


40 


-1.0 E 
0.02 0.06 0.10 0.00 0.30 
( 


1.0 1.0 

« 0.5 一 量子 电动 力学 0.5 
N -一 新 经 典 理论 S l 

0 N 0 

—0.5 —0.5 

—1.0 a —1.0 

0.02 0.06 0.10 0.20 0.30 0.20 0.06 0.10 0.02 0.30 
t(s) 


t(s) 


6.11 新 经 典 理论 (cz) 与 全 量子 理论 (os) 的 比较 
虚线 为 全 量子 理论 , 实 线 为 新 经 典 理论 
参见 文献 [52] 
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自由 空间 跃迁 谱 宽 Aw = E w 10-7s-! 所 对 应 的 自发 辐射 寿命 约 几 个 月 相 比 ， 
表明 谐振 腔 使 目 发 辐射 跃迁 概率 大 为 增强 了 . 
FH (6.3.20) 和 (6.3.28) 式 及 0' == n - 1/2, 可 进一步 求 得 


(btb) = 一 (oz) -C' 2 n 1/2— ; cosa + 1t) (6.3.29) 


一 般 情形 ((b1)?5?) 可 用 下 面 方法 求解 041. 
因 


(bi)?b? = E, + D,(—20;,) (6.3.30) 
则 
tpppptp — (bt)ptippt!l 4. ptip(bppt — pt 
(bt )PbPbtb = (b')e*1bpp*! + bip (brbt — btbP)b (6.3.31) 
= (bt)?t1lbpt1 + pbi? b? 
将 (6.3.30) 式 代入 (6.3.31) Ñ, 并 应 用 ((—20,)?) = 1, 便 得 递 推 关 系 如 下 : 
Ep41 = E,E, + D,D: — pE, 
Dp+ı = Er, Di 十 D, E — pDp (6.3.32) 
由 (6.3.29) 式 , 得 
E =n+5 D =3 (6.3.33) 
则 
n! 
Ep = mr p/2+1) 
u n! p 
D, = (n—plj2 (6.3.34) 


将 解 (6.3.28) 式 记 为 (0z)n; (6.3.34) 式 中 的 Ep, Dp 记 为 Enp, Dnp, 则 更 一 般 的 解 可 
表示 为 

(oz) = >》 Po(az)n (6.3.35) 
注意 到 (6.3.30) Ñ, 则 得 


Cp 一 (b'PbP) |, o — ` Pa (Enp 一 2D5(02)n)|t-o 
n-—1l 
LY EE. - Du) (6.3.36) 
n-—1 
W C, £5 5E, 可 解 联 立 方程 (6.3.36) 求 出 Ph. 
又 设 辐射 场 初始 时 处 于 相干 态 , 则 可 证 (6.3.35) 式 中 的 系数 P, 为 


P, = exp(-|o|?)|o|" /n! (6.3.37) 
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将 (6.3.28) 和 (6.3.37) 式 代 入 (6.3.35) 式 中 , 得 
cos(2g y n + 1t) (6.3.38) 


oo Q 2N 
2(0) = ex(-lal?) Y; 人 
n=0 
由 (6.3.38) 式 表述 的 动力 学 行为 55. 56]. 主要 表现 为 自发 辐射 的 崩塌 与 复苏 
6.3.8 ”有 阻尼 情况 下 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 的 解析 解 
上 节 所 述 J-C 模型 是 一 个 二 能 级 原子 与 单 模 场 相互 作用 的 全 量子 理论 的 理想 
模型 . 既 不 包括 自发 辐射 , 也 不 包括 腔 损耗 . 这 就 限制 了 模型 的 应 用 范围 , 例如 , 在 
Rydberg 原子 微 激 射 器 中 腔 损耗 对 原子 演化 的 影响 , 原子 相干 态 能 否 长 期 保持 下 去 


等 问题 “5 这 一 节 我 们 研究 有 阻尼 情况 下 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 的 解 
析 解 “首先 在 方程 (6.3.17) 中 加 上 腔 的 阻尼 项 及 相应 的 无 规 力 算 子 , 于 是 有 


0 = —igblo™ +ig*bot 
do- 

Ar = —i2g*oc,b 

d RE 

AT = i2gbto, (6.3.39) 
db C 

— = ——b--igo + F 

dt 23 "90 * 

dbi C 

—— = lb! —ig*o* + Fİ 
d 2 99? + 


AF c 是 阻尼 系数 . 参照 (4.3.18) 和 (4.3.19) 式 , 无 规 力 算 子 F EF! 满足 关系 
(bt F) = (bt (0)e-**/2 十 f e™elt—t)/2(—ig*ot (t) + FI (t) )dt') F(t) 
0 


=/ ett OP (nay FO) = ETT) 
o 2 


同样 ， 
(Ftb) = zT (T), (bi) = (Fb) = z (Tan (T) +1) (6.3.40) 
这 里 mu (T) 是 在 温度 T 时 热 光 子 数 . 4 T = 0, ru (T) = 0, 由 方程 (6.3.40) 得 到 
(bF)—(Fib-—0,  (bF-(Fby- 5 (6.3.41) 


对 方程 (6.3.39) 作 代数 运算 , 便 得 算 符 方程 


d?o,” cdo, p (Peyi ) 
+49? | — +0s)o; 


dt ^234d 


十 rr 一 一 rr 十 
— 4g? (o - T —igFlo- + ig* Fo* (6.3.42) 
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d / bib -- bbt oO QUb- Db bF} + Fb UP FD (6.3.43) 
dt 2 /一 2 2 M 
应 用 方程 (6.3.41), 便 算出 方程 (6.3.43) 的 期 待 值 : 
d /bib bot bibp+bbt\ c 
一 一 一 = 一 T . 
m ( 5 3 e( 5 ) 十 2 c(b'b) (6.3.44) 


这 样 , 总 的 能 量 算 符 方程 可 写成 如 下 形式 而 不 影响 期 待 值 : 


d / bib + bbt 1 1 
— —cblb = — t 一 一 3. 
xí z +a, cb'b (Pee Sr) ee (30s) (6.3.45) 


方程 (6.3.45) 的 解 为 


fb bbt t t t «fl 
bbb 1 Oz = b'b + bb' + Oz e 一 ct 十 e | e «t-t ) 一 十 Oz dt 
2 2 0 2 


= (n4-1)e * + = ;ü — e7”) 十 ofe -et-t)g qt (6.3.46) 
0 


前 二 项 代表 由 于 腔 损耗 与 量子 起 伏 而 使 能 量 减少 , 后 一 项 表示 原子 能 态 起 伏 的 影 
Wj. 应 用 分 部 积分 法 , 方程 (6.3.46) 的 解 可 以 写成 男 一 有 用 形式 : 


bb! 十 = ; + ne ct— l | e *«t-*)s qt (6.3.47) 

对 方程 (6.3.42) 取 期 待 值 , 将 总 能 量 算 符 用 (6.3.46) 式 前 面 两 项 近似 ， 并 且 注 意 
(Fto) = (Fot) «0, ((c*o- +o-ot)/4 一 o2) = 0, 便 得 

d?2 (0,) cd(oz) 

dt? 2 dt 2 

为 了 获得 (6.3.48) 的 解析 解 , t 可 分 成 0 < t < T, 和 + > T, PIE, Tan H (n+ 


1)e-*T^ = 1/2 定义 .在 0 <t < Tr, 能 量 衰减 项 (n--1)e-* 比 量子 起 伏 NN 的 
贡献 大 得 多 , 因此 可 用 (n--1)e-** 近似 ; 而 当 t > Tn 则 恰好 相反 , 可 用 -= ;ü- e ^) z 


+ Ag? ((n 4-1e-** + 11 — e7*)(o,) =0 (6.3.48) 


; 近似 . 故 有 
Tlos eden ian peto). =0, QeteT, — (6349 
2 oO 
d ena H e Me)? +29?lo-)n2 —0, t» T, (6.3.50) 
由 此 求 得 解析 解 : 
(az)nl = ; cos (20.63 [— Ln ) , 0«t«T, (6.3.51) 
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(0z)n2 = Qe **/4 cos (vag? - e 16t 十 3 z ae /4 cos(gV2t + œ), t > Thn 
(6.3.52) 
这 里 a, o. 由 函数 连续 性 来 决定 (cz)ni = (02)n2; (62)ni = (02)n2, t = Ta. 
当 c 一 0 Hf, (o4 趋 近 于 没有 耗 散 的 JCM 公式 (6.3.28) (coz) = 


; cos(2g Vn F Tt). ABIE, 在 0 < t < Th 时 , 原子 反 转 以 逐渐 衰减 Rabi 频率 
Q = E ovn 10 — e-*7)/(e/2)) = 20VFTie-e2 Tii: e t > Tu MRAR 


EAEE E E TRA DOE RERA (cz)n?. 当初 始 条 件 取 为 n = 5,0, = 
1/2;c/g = 0.05, 则 (os)% BE gt 的 变化 由 图 6.12(a) 给 出 . 图 6.12(b) 给 出 总 能 , BI 


E, 10X 6E 


0 20 40 60 80 100 120 -to 20 40 60 80 100 120 
gt gt 
(a) 原子 反 转 数 (o,), 随 gt 的 演化 (b) 总 能 已-(bHb+ 二 o.) 及 10x5 
随 gt 的 变化 


(bTb4-1/2) 


0 20 40 060 80 100 120 
gt 
(c) 场 能 ( otot 1 ) 随 gt 的 变化 


图 6.12 HEC n = 5,ozo = 1/2,c/g = 0.05 
取 自 文献 [79] 
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E = (bb + bbt)/2 + o.) 随时 间 的 变化 , FUESEN (n +1) + 5(L — 77) 很 
接近 . 由 原子 能 态 起 伏 带 来 的 偏差 SB = c J e-* (70 lo at" 的 10 倍 即 10 8E 也 在 


图 中 给 出 . 根据 (6.3.47) 可 计算 出 期 待 值 , 场 能 量 期 待 值 (n+ ;) 对 gt 关系 曲 
线 , 由 图 6.12(c) 给 出 . 

有 损耗 JCM 解析 解 即 (6.3.51) 和 (6.3.52) 式 给 出 的 (o2), (csyna 的 一 个 直接 
应 用 是 观察 原子 的 朋 塌 -复苏 现象 . 这 时 假定 t= 0 时 场 的 初 态 为 相干 态 |a), 而 原 
子 处 于 激发 态 , co = 1 510, 原子 的 半 反 转 粒子 (0,) 为 


(c) Se V^ PE (6.3.53) 


AP (go)n = (oz)ni, 0< t € Tu; (oz)n = (02)n2, t > Ta. 图 613 表示 出 a2 = 
100, c/g = 1078, 1073,4 x 1078, 107? 时 , (os) 随 gt 的 变化 关系 . 我 们 观察 到 总 的 原 
子 骨 塌 复 苏 的 次 数 随 着 c/g 的 增加 而 减少 , 而 每 一 次 崩塌 复苏 的 宽度 则 在 拉 大 . 对 
T c/g —1079 的 曲线 , 非常 接近 于 没有 损耗 时 的 JCM 情况 的 崩塌 与 复苏 . 


| 图 6.13 
当 参 数 取 为 o? = 100, (ozyo = 1/2; c/g = 10-9,10-3,4 x 10-3,10-2, 分 别 对 应 于 
(02) --m/2, m= 1,2,3,4, BE gt ARSE Ih 
取 自 文献 [79] 


6.3.4 ”关于 新 经 典 理 论 的 实验 检验 
新 经 典 理论 假设 原子 偶 极 矩 的 期 待 值 就 是 原子 的 实际 偶 极 矩 , 应 按 经 典 电动 
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力学 那样 辐射 能 量 . 当 原子 处 于 基态 与 激发 态 概 率 相等 的 情况 下 , 偶 极 矩 的 期 待 值 
为 最 大 , 原子 辐射 的 荧光 也 最 大 . 而 量子 电动 力学 则 断言 只 有 在 原子 处 于 激发 态 时 ， 
才 会 通过 原子 由 上 能 级 向 下 能 级 的 跃迁 辐射 出 最 强 的 荧光 . Gibbs? 测定 了 共振 
荧光 强度 的 时 间 积 分 . 按 新 经 典 理 论 


Nohv Nohv 
/morat= f 2 alat = [ 37 paa pdt 


Tab 


sin? ĝa 
? 


2p 
— 此 tdt 
1 0o e(t)d 


X Daa bb = 


式 中 bo 为 激发 脉冲 面积 . 而 按 量子 理论 


N3h | 
J Tasna - | 2 ” Paadt X Paa = sin? (89/2) 


Tab 


式 中 下 标 “NCT”,“QED?” 分 别 表示 新 经 典 理论 与 量子 电动 力学 理论 , 图 6.14(b) 
实验 曲线 与 6.14(a) 的 QED 理论 相符 , 与 NCT 理论 曲线 不 符 . 


积分 荧光 强度 
积分 荧光 强度 


n/2 T 3r/2 2m 
脉冲 面积 
(a) (b) 
图 6.14 共振 荧光 强度 随 光 脉 冲 面 积 的 变化 曲线 
参见 文献 [53] 


6.4 含 二 能 级 原子 腔 的 透 过 率 谱 
如 上 节 所 述 , 含 二 能 级 原子 腔 的 自发 辐射 、 共 振 荧光 、 透 过 率 谱 等 均 表现 出 复 
杂 的 情形 , 特别 是 对 真空 场 Rabi 分 裂 的 实验 观察 更 引起 人 们 的 兴趣 eo~eal .在 这 
一 节 中 , 我 们 将 讨论 两 个 问题 , 第 一 个 问题 是 在 共振 腔 中 原子 极 化 率 的 计算 , 第 二 
个 问题 便 是 利用 Fabry-Perot 多 光束 干涉 方法 测定 透 过 率 谱 实现 对 真空 场 Rabi 分 
裂 的 观测 [eal 


6.4.1 ”共振 腔 中 原子 的 极 化 率 计算 
将 (6.3.17) 式 的 算 符 b 中 含 的 驱动 场 b. 分 离 出 来 , 并 看 成 是 经 典 的 一 5 十 be， 
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4 N -—29gb./h, T RH 


db 
q^ -(x + iAwe)b + igo + F (6.4.1) 


do~ 
dt 
对 无 规 力 求 统计 平均 用 记号 0 表示 , (F) = 07) = 0. 参照 解 线性 微分 方程 的 方法 ， 
设 db/dt, do~ /dt 在 求 统 计 平 均 后 有 : ($) = A(b), co = A(o-Y(À 为 待定 特 


dt 
征 值 ), 于 是 (6.4.1) 式 的 解 可 写 为 


= —yo0 -—i2g'c;b—io,f2-- I (6.4.2) 


Ab = —(x + iAwe)b + igo + F (6.4.3) 
| | igo +F 
和 A+X+iAuw。 (6.4.4) 


将 (6.4.4) 式 代 入 (6.4.2) 式 的 右 端 , 并 注意 到 (0,07) = 一 (o-)/2, 于 是 得 


2 
A(c ) 一 (~x — A (c ) — iQ (o) 
o7) = —if2(o;) 

"5 Ac OC x iu) 
设 驱动 场 频率 为 w 则 8 xet = (ei(w-%0)t)e-iwot 经 旋 波 变换 后 人 x e (wot. 


代入 (6.4.5) 式 , 便 得 (o7) x eit, 而 m) = (o^) 故 得 


(6.4.5) 


A = —i(w — wo) (6.4.6) 
参见 文献 [64], 并 恢复 旋 波 变换 因子 eot, 极 化 P(t) 及 极 化 率 x(w) 可 定义 


为 。 . 
P(t) = p(o eot + (gent) 


— £o E(w)|x' (w) cos(wt + 4) + x" (w) sin(wt + $)] (6.4.7) 
= Re [eox(w) E(w)e ?** | 
x(w) = x (w) + ix^ (w) (6.4.8) 


注意 到 Elw) = z9 将 (6.45) 式 代入 (6.4.7) R, 便 得 原子 极 化 率 : 


€ (w) n —i2u* (0z) 
0X h A+y +g?/(A+ x+ iw) (64.9) 
一 这 1 入 十 X 十 iAw-。 


m e) (A — A)(À — Ag) 
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AP 和 ,Xz 为 (和 十 42)( 和 十 Xx 十 iAwe) 十 g? = 0 的 根 . 当 腔 的 体积 V 很 大 , g= 


S — 0; 或 者 当 腔 的 损耗 x 取得 很 大 , 亦 即 几乎 没有 谐振 腔 , 这 两 种 情形 均 
导致 原子 与 腔 去 耦合 , 从 而 (6.4.9) 式 过 渡 到 
izua) 2mo) 
&ox(w) = Aty) Ailo — w) - o3 (6.4.10) 


这 即 通常 线性 色散 理论 结果 . 如 果 腔 体积 V 不 是 很 大 , 而 腔 的 损耗 也 较 小 就 必须 
计 及 (6.4.9) 式 分 母 中 的 g2/( 和 +x+iAw。) 即 原子 辐射 b 的 反作用 带 来 的 修正 . 修 
正 的 大 小 取决 于 y = u*u? /(6nfhic?) 与 g?/x = p22nwo/(hVXx) ZE, y : g?/x =1: 

er. 只 有 当 ss & 1, 修正 才 会 是 有 效 的 , 也 正 是 由 于 这 个 修正 才 导 致 “ 真 
空 场 Rabi 9m". 


AU, — X —iAus 2 
Na = -PEX Hie. 上 (=) 2g (6.4.11) 


当 Aw. = 0,92 = x, (6.4.11) 式 给 出 


À1,2 = 一 人 2 + ig (6.4.12) 
代入 (6.4.9) 式 , 得 出 原子 的 极 化 率 : 
| —iu*(o;) 1 1 
eox(w) = h | —i(w — wo) — ig + "ya + —i(w — wo) + ig + %2 | (64.13) 


个 难看 出 当 w — wo = xg, 便 是 共振 吸收 , 亦 即 原子 的 共振 吸收 频率 已 由 线性 极 化 
理论 给 出 的 w = wo 分 裂 为 w = wo 土 g. 实现 这 一 分 裂 的 十 分 重要 的 条 件 应 是 g 与 


2Tw0 
HAI xL 3 
» zb R= 2- n IE E |J ud 尽 可 能 大 , 这 由 下 面 的 数值 计算 可 


以 看 出 来 . 
6.4.0 ” 含 二 能 级 原子 腔 的 透 过 率 谱 

(6.4.4) 和 (6.4.5) 式 给 出 了 原子 辐射 (6) 及 (07) 的 计算 公式 . 但 (b) 还 不 是 腔 
内 的 总 辐射 场 , 因为 没有 将 入 射 场 (bi,,) 包括 进去 , 而 且 在 腔 内 还 有 一 传播 过 程 . 根 
据 (6.4.9) 或 (6.4.13) 式 就 可 计算 原子 的 介 电 常数 e(w), 即 


e(w) = 1 + 4n&ox(w) (6.4.14) 
并 解 场 强 Ele, o) 的 传播 方程 al( 见 图 6 15; 
9 Elz w) + e(o) El, w)=0 (6.4.15) 


Oz? 
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E^ (z,w) = E*etivekz (6.4.16) 


图 6.15 场 强 在 含 原子 腔 内 的 传播 


在 端面 z = 0 处 的 边界 条 件 为 
E* = tEn 十 7 五 - (6.4.17) 
AP, t,7 为 端面 的 透射 与 反射 系数 .而 ES 传 至 出 射 端面 为 teiVekL, 经 反射 
(r' E* eV *kL) 再 传 至 入 射 端 为 
E- =r'eiVekLoivekL p+ (6.4.18) 


代入 (6.4.17) 式 得 


t E, 
T-— 1 


tt' Eine VEKE 


— + ptaoivekL _ 
Eout = t'Ete = aI (6.4.20) 
根据 (6.4.20) 式 可 定义 透 过 率 谱 : 
Eout 2 1 
( I- R ) (p e2) 


Ve = (1 + 4neoxlw))!? = 1+ 2neox(w) = 1 + u) + ix" (w)) 


E X" (uw) k” 
C C 
E 一 ce) 十 X (»)-L 
V BUB, g — 0 极限 , 并 设 Aw. = we — wo = 0, Bil 
2 2 
o 一 ao 一 Y2 On — 2L, (az)w 


y2 + (w — wo)?’ 0 hryoc 
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2L(w — we) - "ya(w — wo) 


TI 3 (6.4.22) 
C y + (w — wo)? 
对 g A 0 情形 , 参照 (6.4.10) 和 (6.4.13) R, 需 作 如 下 代 换 : 


(2 十 人 一 wo)) 一 一 lo? + (w = wo + g)) "Q3 + (w — wo — g)°) ] 


E = QoL 


W 一 WO 1 


i w — wo +g w — wo- g 
Y2 + (w — wo)? 


2 [+0to Br wg) 

图 6.16 给 出 透 过 率 谱 、 相 移 以 及 吸收 系数 . 由 图 来 看 , 当 g/y « 0.5 时 , 透 过 
率 主要 表现 经 典 的 双 峰 结构 , 但 当 9/ma = 1,2 BT, 便 表现 出 真空 场 Rabi 振荡 的 三 
峰 结构 . 文献 16562) 观察 到 的 正 是 图 6.16(a), (b) 所 示 的 由 经 典 的 线性 色散 关系 引 
起 的 双 峰 结构 , 而 由 原子 的 自作 用 引起 的 真空 场 Rabi 分 裂 导致 透射 谱 的 三 峰 结构 


e(w)/rad 


e(w)/rad 


图 6.16 F.P. 腔 透 过 率 Te(w)( 实 线 )、 相 移 曲 线 s(w)/2( 点 划 线 ) 
吸收 系数 曲线 a(w)( 虚 线 ) 计算 中 用 的 公式 和 参数 为 
(1 R)2?e-eL 
Tele) 7G ReaL)? + ARe- oT sin? e/a 


elw)  n(w — wo — (wc — wo)) -9 ( (w — wo — g)v2 
2 AF 4 


(w — wo — 9)y2 ) 
Y$ +w- wo- g)? 2+ (w -wo +g)? 
_ Qo ( 说 H Y 
2 X43 t (w—wo—9)? +w- wo +g)? 
参数 取 值 AF /(y5/2) = 750; F = xV/R/(1— R) = 500; œoL = 0.04; - 
(a), (b), (c), (d) 的 g/y2 FAIA 0, 0.5, 1, 2 


取 目 文献 [63] 
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(如 图 6.16(c), (d) 所 示 ) 并 未 观察 到 . 如 果 是 在 偏离 或 垂直 于 入 射 光 Ex (BEI 6.15 
中 的 AB) 方向 观察 原子 的 自发 辐射 谱 , 则 由 (6.4.4) 和 (6.4.5) 式 易 于 判明 , 双 峰 结 
构 恰 能 表现 出 由 原子 的 自作 用 引起 的 真空 场 的 Rabi 分 裂 . 
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第 7 章 ”激光 偏转 原子 束 


1970 年 , A.Ashkin 提出 用 共振 光 压 偏转 原子 束 01; 1975 年 , Hänsch 与 Scha- 
wlowl?l, Wineland 5 Dehmelt [3] 分 别 独 立 提出 激光 冷却 原子 的 设想 . 稍 后 , Balykin 
等 提出 水 晶片 原子 镜 对 原子 能 态 起 到 选择 反射 的 作用 UI, Cook. 又 建议 用 激光 在 介 
质 表面 的 衰 波 作为 反射 原子 的 原子 镜 回 . 这 些 虽 大 体 上 可 看 作 激光 光 压 对 原子 束 
产生 的 力学 效应 , 但 原子 束 光 学 不 仅 涉 及 原子 在 原子 镜 或 驻 波 栅 上 的 反射 、 衍 射 ， 
”也 还 涉及 原子 内 部 能 态 的 选择 等 一 系列 复杂 的 问题 . 近年 , 应 用 激光 减速 并 冷却 原 

子 以 及 从 实验 上 观察 到 中 性 原子 的 Bose-Einstein 凝聚 现象 均 出 得 巨大 的 进展 . 本 
章 将 按 上 面 顺序 , 逐一 对 这 些 物理 问题 进行 探讨 . 


7.1 激光 偏转 原子 束 


7.1.1 早期 的 激光 偏转 原子 束 方案 


A.Ashikin 最 早 提出 共振 光 偏转 原子 束 方案 是 这 样 的 (如 图 7.1 所 示 ). KÉ r 
方向 的 光子 , 被 二 BERIE TB, 便 获 得 动量 Ak, 然后 以 自发 辐射 或 受 激 辐射 形式 
释放 光子 , 回 到 基态 . 如 果 是 自发 辐射 形式 辐射 

Bk 出 去 , 其 方向 在 4r 立体 角 内 均匀 分 布 , 给 予 原 

< 子 的 平均 动量 为 零 , 故 原子 获得 的 即 吸收 光子 时 

的 动量 k. 如 果 是 接受 激 辐 射 方式 辐射 出 光子 

1 hk', 则 原子 获得 的 净 动 量 为 hk— hk'. Ashkin 建 
Tl 原子 吸收 光子 获得 动量 ” 议 的 共振 光 压 , 他 讨论 了 通过 自发 辐射 过 程 原 子 


获得 的 动量 hk. 
考虑 到 在 热平衡 情况 下 , 二 能 级 原子 处 于 激发 态 的 概率 为 
g2 
— B3W 
f L-— n2 = o BW __ = L9 0. i -一 — 
n2 十 也 1 B19W + A21 + B21 W 32 Ba W + Aoi + Bə, W 1 + Az 
gı BW (v) 


(7.1.1) 
X A = Aa B = "LE Az 与 Ba 为 Einstein UR SSENARAT RC W(v) 为 


辐射 的 能 密度 ， 在 热平衡 情况 下 BI (5.1.18) 式 表示 的 u(w, T). x jg $09 


= 二 


7.1 OG ET : 225. 


为 1, 2 能 级 简 并 度 . 又 设 激发 态 原 子 的 自发 辐射 寿命 为 rv, 则 作用 于 原子 的 力 F 
为 
(7.1.2) 


当 入 射 光 的 谱 密度 W(v) 很 强 ， 以 致 二 二 二 ~ Ws BWo € 1, 于 是 作用 力 F 达 于 饱和 值 Foa 


Fiat S her (7.1.3) 
TN 

(7.1.1)~ (7.1.3) 式 即 Ashkin 从 原子 吸收 并 自发 辐射 光子 过 程 得 出 的 作用 于 原子 的 
Jj FAX. 他 还 设计 了 如 图 7.2 所 示 的 实验 装置 以 观察 原子 束 的 偏转 . 由 原子 
炉 出 来 的 原子 束 经 过 窗口 射出 , 激光 以 垂直 于 原子 束 方向 作用 于 原子 束 , 使 之 在 横 
HIE. 当 横 向 速度 增 大 到 一 定 程 度 , 由 于 Doppler 效应 , 激光 已 是 偏离 共振 相互 
作用 , 这 就 限制 了 原子 的 最 大 偏转 . 为 保持 初始 时 的 位 置 , 使 得 激光 束 总 是 与 原子 
运动 轨迹 成 垂直 , 如 图 7.2 所 示 , 总 是 处 于 共振 相互 作用 地 位 . 设 原子 的 初速 为 vo, 
且 光 的 谱 密 度 W (v) 很 强 , 以 致 作用 力 F 达到 饱和 , 于 是 有 
kz 


TN 


mug 
p 
式 中 p 为 速度 为 vo 的 原子 的 轨道 半径 .以 vo 运动 的 粒子 与 激光 束 成 垂直 没有 
Doppler 失 谐 .那些 速度 为 vo, 但 入 射 方向 稍 偏离 于 与 激光 成 垂直 方向 的 粒子 , 设 
在 半径 方向 的 偏离 量 为 0, 则 可 证 


[Fsat | 一 


(7.1.4) 


O26 3v2 


r=p+6, v 357 0 
解 为 
6 = ðo sin EJ (7.1.5) 
这 些 粒子 的 速度 


| 2 
= Vo4/1 十 X VO 
因 bo/p « 1, 由 一 点 出 发 , 2 t= 一 Au 后 又 会 聚 到 一 点 , 如 图 7.2 所 示 ， 这 样 一 个 
装置 恰 是 一 个 原子 速度 谱 分 析 器 . 
参照 (5.1.16) 式 , W B31W (v) 可 表示 为 Lorentz 线 型 S(v) 及 入 射 光 的 强度 
I(vo) 


Iv| = 


263 2 
m LIe)SQ) = 25 Iw)SQ) 


B1 W (v) — A 
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_1 VN /2 
S(v) = Dy (7.1.6) 


图 7.2 速度 分 析 器 
参见 文献 [1] 


RP vy = TT 为 自然 线 宽 , 4 = 1/rw 为 自发 辐射 跃迁 概率 . 参照 (7.1.1) 式 中 的 
r 的 定义 ， 
可 定义 饱和 参量 p(v) 
BW (v) = p(v)Az (7.1.7) 
于 是 由 (7.1.6) 式 得 


X1 + PJ) Sw 
o( "m ( 0) ( ! gt S(v) 
&anxhv 0 47N 


p(v) — (7.1.8) 


p(vo) 即 当 入 射 光 调谐 到 原子 跃迁 频率 时 的 饱和 度 . 现 考虑 文献 [1] 中 例子 , 用 激光 
照射 Na 原子 . Na 的 Ds 共振 线 Ao = 5890 Å, yw = 10.7 MHz. 由 于 Na? (I = 3/2) 
的 核 目 旋 使 得 基态 325,, BIRN F — 1,2; MED 3P 分 裂 为 F = 0,1,2,3 
的 精细 结构 ， 跃迁 的 选择 定 则 为 AF = +1,0. 用 圆 偏振 (o^) 光 激 发 ， 由 基态 
329,/5, F 22, mr = 2 到 激发 态 32P3,,, F —3, mp = 3. 按 选择 定 则 Amp = 1, 
由 激发 态 F—3, mp = 3 向 任何 其 他 的 基态 FP = 1, 2 的 ms 子 能 级 跃迁 均 是 禁止 
的 , 这 样 我 们 便 有 了 一 个 理想 的 二 能 级 系统 即 32P5, F = 3, mp 232 3991, F = 
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2, mp = 2,g2/91 = 1. $2 (7.1.8) Ñ, 并 取 I (vo) = Io, 得 
Io (W /cm? 

参见 图 7.2, 收集 器 C1 探测 再 聚 束 的 粒子 . 非 共振 作用 的 样品 飞行 到 Co( 在 原子 炉 
对 面 , 图 中 未 示 出 ). 钠 原 子 的 速度 为 vo。= 2 x 10*cm/s, 被 与 Na 原子 的 Ds 线 为 
共振 的 激光 所 偏转 ， p — 40cm. 由 原子 炉 出 来 的 原子 束 , 经 过 与 纸 面 垂直 高 度 郊 的 
窗口 , 按 "UL 计算 激光 通 光 面 . 炉 温 510°, Na JEU F 28 UR JJ 107? torr, 原子 密 


度 no = 3.4 x 10 原子 /cm?, 平均 速度 var = (2kT'/m)!/? = 6.1 x 10* cm/s, 平均 
目 由 程 L= 30cm. 者 将 vo 设计 在 vo = var/3 = 2 x 10* cm/s, 则 (7.1.4) REH 
p = 二 4.0 cm. XUI ET h = 0.1 em, p(vo) = 102, 则 入 射 激光 功率 为 2.1x10-2x102x 
x/V/3 x 4x0.1— 1.5 W, m p(v) TE 10 — 10? 间 调 变 . 对 应 于 原子 束 角度 2.65, EX] 
速度 为 vo 与 轨道 成 +2.6° 运动 的 原子 , 将 产生 vv — vg = 1.5vy 的 Doppler 频 移 , 即 

p(v) = 10. 取 定 窗口 宽度 , 高 度 w, h 为 0.04 cm, 0.1cm, 可 估算 出 通过 窗口 的 原子 
束 流 ~ 108 原子 /s, 可 作 许 多 实验 用 的 原子 束 源 . 如 采油 光束 是 分 布 在 球面 上 ， 还 
可 获得 空间 会 聚 的 原子 束 . 


7.1.2 ”激光 作用 于 原子 上 的 力 


在 上 述 讨 论 的 基础 上 , 我 们 可 以 更 仔细 地 讨论 作用 于 原子 上 的 力 . 这 个 力 F(7， 
v) 可 表示 为 6~19 


(7.1.9) 


F(r,v) = VE - Mn(pab + Pra) (7.1.10) 


即 作 用 于 原子 的 力 为 场 的 梯度 与 原子 极 化 的 标 积 . 参照 (1.5.32),(1.5.37) 式 , 共振 光 
的 作用 下 , 单 原子 的 极 化 


2 
pt = (pao + pba) = Y 
代入 (7.1.10) 式 得 
DD Vp. 
F(r,v) -ir-E.VE (7.1.11) 

i 表示 pU 相对 于 EH /2 角 的 相 移 ， 将 这 个 力 与 电磁 波 对 自由 电子 有 质 动力 
F, =- 进行 得 

[Fo| _ 2e? hy _ 2% a? 

WD Im (7.1.12) 

h 


A a? = 一 一 为 气 原 子 的 玻 尔 半径 , ra 为 w b 能 级 间 的 跃迁 矩阵 元 , ?2 为 横 弛 
BRE. 一 般 地 来 说 , 由 于 2/0 < 1, 故 偶 极 作用 力 F EE ,大 得 多 . 
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现 按 (4.1.28) 式 计 算 密 度 和 矩阵 元 pab: 


pab = T rÈ | " rm e intra) 
n^ 


wo — kv — wn) 元 + luo + kv — wn) 
(7.1.13) 
式 中 ”为 模式 指标 , 如 果 是 单 模 , 则 n 以 及 对 n 的 求 和 可 上 略 去 . 为 简化 起 见 , 相位 
Pn BER, 并 分 两 种 情形 计算 光 压 作用 于 电 偶 极 的 力 FF. 一 种 情形 是 行 波 场 


u= ekz 
E = Egel^*7i9t + c.c. = 2E cos(wt — kz) (7.1.14) 


VE = 2k Eosin(wt — kz) 
由 于 Doppler 效应 , 以 速率 v 向 前 运动 的 原子 所 见 到 的 场 的 频率 为 w 十 kv, BI 
(7.1.13) 式 的 前 一 项 . 于 是 
e i(wt—kz) 
H(Pab + poa) = H mag — — ———— + c.c. (7.1.15) 
T; + ilwo— kv — v) 
T2 

将 (7.1.14) 和 (7.1.15) 式 代 入 (7.1.10) R, 便 得 


4Top? E2 Ak 
h 


F(z,v,t) — sin(wt — kz) 


x [T2 (wo — kv — w) cos(wt — kz) + sin(wt — kz)] L(wo — kv — w) 


(a) 


L(wo — kv —w) = ——— 2 — — (7.1.16) 
(z) + (wo — kv — w)? 
对 时 间 求 平均 得 u 
(F(z,v,t)) = T EOAR Lo — kv — w) (7.1.17) 
式 中 粒子 数 反 转 A, 可 参照 (4.1.18), (4.1.19) 式 得 
2,,2 
- CER R= aH TaL(wo — kv — w) (7.1.18) 
引进 参量 G = op T2, 并 注意 到 27 = Ts, 则 
(F(z,v,t)) = =G Llwo — kv — w) áo (7.1.19) 


1 + GL(wo — kv — w) 
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(7.1.19) 式 给 出 行 波 场 e** 作用 于 原子 的 力 . 现 考虑 驻 波 情形 : 
u= ekz + e ik? 
V E —-2kEol[sin(wt — kz) — sin(wt + kz)] (7.1.20) 


= —4k E cos wt sin kz 


Pab 仍 按 (7.1.13) 式 计 算 , 但 和 式 中 的 两 项 均 应 包括 进去 , 因为 是 驻 波 场 . 经 过 与 行 
波 场 几 乎 相同 的 运算 , 最 后 得 
(F(z, U, t)) 一 Fi RE Find (7.1.21) 
. 2ħk G[L(wo — kv — w) — L(wo + kv — w)| 2o 
P To 12- G(L(wgo — kv — w) + L(wg + kv — w)) 
hkG (wo — kv —w)L(wo — kv — w)+ (wo-- kv —w) L(wo-- kv —w)] Ao 
14-G(L(wo — kv —w)4- L(wo-- kv —w)) 


sin? kz (7.1.22) 


Fina 一 sin 2kz 


(7.1.23) 
Fop, Fina 分 别 为 自发 辐射 力 与 感 生 力 , Fo x 1/75, 而 Fina x (wo — kv — w) 与 


(wo -- kv 一 w). 由 (7.1.19) xk, 行 波 情形 的 作用 力也 ox D 属 自发 辐射 力 , 与 (7.1.2) 
式 同 , 但 数值 有 差异 , 主要 是 物理 模型 不 一 样 引起 的 
7.1.3 ”原子 在 速度 空间 的 扩散 


上 面 讨论 了 辐射 场 作用 于 原子 的 力 .原子 在 力 F 作用 下 , 将 沿 一 确定 的 轨道 
作 有 规 运动 . 但 除了 这 一 运动 外 , 还 会 因原 子 在 速度 空间 的 分 布 不 均 ( 即 存在 速度 
梯度 ) 而 产生 的 扩散 . 这 就 需要 对 密度 矩阵 所 满足 的 运动 方程 (4.1.2), (4.1.5) 作 进 
一 步 分 析 . 特别 是 在 导出 这 些 方程 时 , 并 没有 考虑 光量 子 在 被 原子 辐射 或 吸收 时 对 
原子 的 反 冲 速度 = 7. 在 考虑 到 这 些 因素 后 , 适用 于 二 能 级 原子 气体 的 输 运 广 
程 为 [11] 


0 o , 1 iu 
(x RE 73 Dab(z, v, t) 一 一 (is 十 3 Dab(Z, V, t) n h E(r,t) 


x (os (sv — s 一 Pbb (zv 十 ,+)) (7.1.24) 


ð ð B iu 
(5 十 "à Daa (2, v, t) = Àa 一 Tapaa(2) v, t) mn h E(r,t) 


r V, 
x oo (sv 十 UO — Dba (sv 十 723] (7.1.25) 


o ð | 
(x 十 vZ) Pob(z, V, t) = Àb — YoPob(z, v, t) + TE(r,t) 


Oz 
x 区 (ze — eO — ba (sv — Hal (7.1.26) 
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AP V. 为 原子 与 辐射 场 交换 一 个 光量 子 所 获得 的 反 冲 速度 . Xp(z, v, 0), Aal, vt) 
分 别 为 原子 被 抽 运 到 基态 , 激发 态 的 速率 . w, 为 基态 、 激 发 态 的 阻尼 系数 .而 


去 = z (a +y). (7.1.24) 式 的 解 仍 可 近似 写 为 (7.1.13) 式 的 形式 , 只 是 其 中 的 反 转 
粒子 数 密度 4 由 下 式 给 出 : 


A= Paa (zv- wa) 一 Pbb (sus Ka) 
(7.1.27) 


= paalz, v, t) — polz, vst) — 2-2 [ona (tf) + puts) 
而 (7.1.25) 和 (7.1.26) 式 中 的 因子 
Dab (zv + 5 — pba (zv + POE ( + Ix) (Pap (z, v. t) — paa (z, v, t)) 
(7.1.28) 
将 (7.1.27) 式 代 入 (7.1.13) 式 便 得 pap, 进一步 求 出 


ACA. (nan tst) — paz) = oos — pw — aepo) (129) 


于 是 (7.1.28) 和 (7.1.29) RRA (7.1.25) 和 (7.1.26) 式 后 , 便 得 
Paa a Aa — Yafaa 一 R ( 十 T ) [paa — Pbb 一 i 2 (Paa + ow) | (7.1.30) 


. V. 0 V. 0 
Pbb © Àb — WPi + R ( 一 5) [paa - pob — -> py — (Paa + ow) | (7.1.31) 


对 于 定 态 po = bo = 0, RE 


N= R, (7.1.32) 
Ya Yb Ya + Yb 
将 (7.1.30) 和 (7.1.31) 两 式 相 减 , 并 设 y。 = yo, 便 得 
RV. ð 
N + — — — (paa 十 Dbb) 
Paa — Pbb = — E 2w (7.1.33) 
14 R/R, 


这 个 结果 即 考虑 到 光子 对 原子 反 冲 作用 后 的 (4.1.18) 和 (4.1.19) Ñ. N = N(z,v,t) 
为 不 计 光 场 作用 时 的 初始 反 转 粒子 数 ， 即 (7.1189) 式 中 的 40， 分 子 中 的 
R Ve (pu + poe) 为 计 及 光子 对 原子 的 反 冲 后 带 来 的 修正 


R, 2 ðv 
对 于 处 于 平衡 态 附 近 的 非 定 态 , 可 定义 为 光 泵 浦 抽 运 与 原子 的 阻尼 达到 平衡 : 


Aa + Àb — "Yapaa — "Yopbb =0 (1.1.34) 
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于 是 由 (7.1.30) 和 (7.1.31) 两 式 相 加 得 
RV? 


O ð rv "(paa + pob) 

(x t 73 (Paa + pob) S mp (7.1.35) 
N 为 不 计 及 光 场 作用 PRODRE PUR, 基本 上 处 于 基态 , N = 2pw — (paa + poo) S 
一 (paa + pw). 因子 了 n > IF R/R, — —5- AOGN aT RHET. 又 注意 到 (7.1.18), (7.1.17) 

式 , 当 4o = 一 1 M. 4 = Lr d 
V.R = is or TsL(wo — kv 一 w) = E (i + x) (7.1.36) 

于 是 (7.1.35) 式 可 写 为 
W = Paa + Pbb 
ð Q ð | F V F ð 

(x ** x)" --$ PAS 2724 (7.1.37) 


等 式 右 端 第 1 项 为 驱动 项 , 第 2 项 为 扩散 项 , 一 般 较 小 . 式 中 W = W(z,v t), 而 我 
们 关心 的 是 原子 的 速度 分 布 , 故 可 对 空间 坐标 z 求 积分 . 令 


W(v,t) = f W (z, v, t)dz (7.1.38) 
取 规 一 化 
hk? 
0 一 T2(w 一 wo), Tokv — V, Ww! —t (7.1.39) 


在 略 去 扩散 项 后 , W (v, 0) 满足 如 下 的 方程 : 


Zwi, t) = 2- LAW Qv t)| (7.1.40) 
由 (7.1.37) 和 (7.1.19) "— ias 和 (7.1.40) 式 得 
— GL(wo-kv—-w) G 
A(v) = 1--GL(wo9—kv—w) 1-4G-c(v46) (7.141) 
(7.1.40) 式 可 表示 为 
(x - AG) ln W (v, t) = d (7.1.42) 
(7.1.42) 式 齐 次 部 分 的 解 为 


1 Gt (1 4- G)(v + 6) + 3(v + 6) (7.1.43) 
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(x 一 Ao) cl =0 (7.1.44) 
W(v,t) 的 通 解 易于 求 出 
W(v,£) = Wei)” |n Aod - W (ei) (7.1.45) 


AP v WE t = 0 时 的 (7.1.43) 5X, 而 v(ci) WIE t #0 时 的 (7.1.43) R. v(c1) 的 
解 可 表示 为 | 
v(c1) +ô = alv, t) + 8(v, t) 


a(v,t) = DAC t) + o o| 7 


1/ 
B(v,t) — — DAS E — 3 (7.1.46) 
q(v,t) = (1 + GP + 人 
C1 (t) = C] 一 Gt 
又 设 初始 分 布 为 平衡 分 布 : 
W (v,0) 2 gexp 人 -oo (=) | (7.1.47) 
则 由 (7.1.41), (7.1.43), (7.1.45) (7.1.47) 式 得 
i 14-G- (v +ô)? alv, t) + B(v,t) — 6 — v9]? 
人 ET 
(7.1.48) 
g 为 归 一 化 因子 , 选择 9 使 得 Wo, t) 满足 归 一 化 条 件 
T W(v,t)dv=1 (7.1.49) 


上 面 我 们 假定 了 原子 的 初始 速度 分 布 为 平衡 分 布 , 其 速度 宽度 为 Av, 峰值 在 
v — vo, 而 解 是 普 适 的 . 当 原 子 与 场 处 于 共振 相互 作用 时 , 即 v 十 5 — 0 的 情况 下 , 其 
作用 力 为 最 大 . 由 (7.1.41) RAH Au) = - 当 与 wo 同方 向 时 为 加 速 , 反 


方向 时 为 减速 . 由 于 加 速 (或 减速 ), 使 得 原子 束 (v = vo c Av) 会 很 快 由 共振 相互 
作用 进入 非 共振 相互 作用 |v 6| > Av, 作用 力 Aw) 随 之 逐渐 减 小 当然 这 不 仅 
与 原子 束 流 的 速度 宽度 Av 有 关 , 还 与 光 的 频 宽 Ac OX. 当 Ac AR, 共振 相互 
作用 的 时 间 愈 长 , 反之 愈 短 . 易于 看 出 , 考虑 到 激光 谱 宽 后 , 共振 相互 作用 可 定义 为 
v+ ô| < Av + Aw/k. 但 谱 宽 Ac 增 大 后 , 平均 功率 下 降 , G 的 值 也 就 下 降 . 即 此 之 
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故 , 我 们 曾 提出 利用 序列 脉冲 激光 83 的 光 压 力 , 实现 对 原子 的 减速 与 冷却 ， 因为 
序列 脉冲 激光 包含 许多 旁 频 , 将 中 心 频率 调谐 到 Doppler 谱 增 宽 的 低频 侧 , 通过 适 
当 调 整 序列 脉冲 参数 , 可 使 其 旁 频 布 满 了 低频 侧 , 从 而 加 宽 了 原子 与 辐射 的 共振 相 
互 作 用 区 . 我 们 的 计算 结果 表明 , 采用 序列 脉冲 激光 可 以 更 有 效 地 降低 原子 的 速度 
和 动能 . 要 进行 这 个 计算 还 要 推广 作用 力 的 表达 式 (7.1.17) 和 (7.1.19), 使 之 适用 于 
包含 多 个 谐 波 分 量 的 情形 . 设 


E = EgF(t, z)e Kvt**2 + cc. 


F(t, z) = e7% sin (Awt+Akz) 一 ` Jn cos 2n(Awt + Akz) (7.1.50) 


n=0 


式 中 EyF(t, z) 为 序列 脉冲 波 包 , F(t, z) 为 调制 函数 , Aw 为 调制 频率 , Ak = 4 E 
决定 脉冲 的 半 宽 度 和 调制 深度 . 图 7.3 给 出 调制 函数 参数 形状 (a? — 4). 和 式 中 的 
J, 为 

Jo = e-* /? po (a? /2), Jn = 2e-9 /2 p (a? /2) 


(Awt4- A kz) 


图 7.3 ”序列 脉冲 振幅 调制 函数 F(t, z) 
取 上 自 文献 [12] 


In 为 虚 宗 量 的 Bessel 函数 . K 7.1 给 出 不 同 a? 值 下 的 调制 参数 . 随 着 a 的 增 大 ， 
序列 脉冲 的 脉冲 宽度 和 脉冲 的 最 小 值 减 小 . 


表 7.1 调制 参量 


a? 1 4 10 20 
e70? 0.368 1.83 x 1072 4.54 x 1075 2.06 x 1079 
6 
"- ;- 31.3% 13.7% 8.48% 5.96% 
Jt 


当场 为 (7.1.50) 式 表 示 的 多 模 场 时 , 重复 (7.1.14) (7.1.17) 式 的 推导 得 出 
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(F(z;v,t)) = Eu FUA > { - n^) F(Aw+) + (1 " nA) Ls) J? 


(7.1.51) 
式 中 
Awt = (wg — w — kv) x 2n(Aw + Akv) 
由 (4.1.18) 和 (4.1.19) 式 , 多 模 情 形 的 粒子 反 转 A 为 
- DER P - en +) + L(Au; )] J2 (7.1.52) 


同样 引进 参数 G = 2 T2 将 (7.1.52) 代入 (7.1.51) 式 得 


y I 一 inm) L(Aw}) 十 ot + mA) o] J2 


AP 


(F(z,v,t)) = = G = 
1+Ž 22.0 t) + L(Av,)] J2 
(7.1.53) 
用 (7.1.53) 式 代替 (7.1.44) 式 中 的 AQ), 虽然 也 可 求 出 相应 的 积分 : 
Ci =t | ream (7.1.54) 


但 这 个 解 是 形式 解 ， 一 方面 积分 求 不 出 来 另 一 方面 也 无 法 通过 解 方程 求解 — 
v(C;,t). 但 有 了 (7.1.53) 式 后 , 就 可 按 A(v) = 人 数值 求解 (7.1.40) " 

图 7 4 给 出 激光 对 原子 产生 的 光 压力 随 原子 速成 的 分 布 函 数 、 KESH a 分 
别 取 0, 4, 20, 计算 时 取 调制 频率 Aw = T/T, 激光 频率 调谐 到 wwo = -W 
光 强 度 参 数 G = 6.7, 其 中 


I — —— I — a .l. 
G- J F^ (t)dt = Ze” o(a?) (7.1.55) 


对 连续 激光 (a? = 0) 情形 , 光 压 力 的 速度 分 布 具 有 Lorentz 线 型 . 而 序列 脉冲 的 情 
JE ( 即 图 中 a? = 4 和 a? = 20), 光 压 力 速 度 分 布 出 现 多 峰 结 构 , 并 且 随 着 脉冲 的 变 
7E, 即 a? 的 增 大 , 高 级 子 峰 增 大 , 光 压 力 速 度 分 布 范围 增 宽 . 

7.5~7.7 为 数值 求解 (7.1.40) 式 的 结果 . 计算 时 取 原 子 初始 分 布 宽度 Av = 
80, 并 具有 平 动 速度 vo = 70. 原子 沿 z 轴 的 平均 平 动 速度 


(v) 一 f vW (v, t)dv (7.1.56) 
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原子 的 平均 动能 用 均 方 速度 (v?) 表示 


(7.1.57) 


图 7.4 不 同 脉 宽 参数 a? 下 光 压 速度 分 布 


取 自 文献 [12] 


7.5 为 不 同时 刻 原子 的 速度 分 布 . 图 中 实 线 为 o = 4, 而 虚线 为 a? = 0. 激 
光 参 数 均 为 G = 10, 初始 条 件 亦 相同 , 即 点 划 线 给 出 的 原子 气体 初始 热平衡 分 布 曲 
£x. 由 图 7.5 看 出 , 在 激光 与 原子 相互 作用 的 初 阶段 , 原子 速度 分 布 函数 发 生 了 很 复 


W(v, 力 任意 单位 
15 
14 W(v, t) 
13 10 
12 9 W(v, t) 
11 8 5 
10 7 下 4 
9 6 3 

5 "| 上 2 k 
i | i AMA 13077 
T 4 V P. 
6 || 0 40 80 120 i, 
4 A £T * S 
LA 

3 PU 40 80 120 , 
2 t=600 E r 
1 p ~, 

A CN amat 2 ~ 


图 7.5 ”在 不 同 作用 时 间 t, 原子 的 速度 分 布 函数 W (v, t) 
取 目 文献 [12] 
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杂 的 变化 . 但 是 经 过 一 定 的 时 间 以 后 , 原子 速度 分 布 函数 变 罕 , 并 向 低速 方向 发 生 
了 显著 的 移动 . 在 相同 激光 强度 条 件 下 , 序列 脉冲 光 压 可 比 连续 激光 光 压 更 加 迅速 
地 使 原子 速度 分 布 函数 发 生变 化 . 

图 7.6、 图 7.7 比较 了 序列 脉冲 激光 和 连续 激光 光 压 的 减速 、 冷 却 作 用 ， 图 
中 虚线 代表 连续 激光 的 作用 , 实 线 代表 序列 脉冲 的 作用 .参数 为 a = 4, Aw = 


CPET 图 中 , 1, 2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9 各 曲线 的 参数 分 别 为 G = 


1, 0.67, 1; 10, 6.7, 10; 100, 67, 100. 可 以 看 出 , 当 平 均 功 率 相同 或 者 下 降 1/3, 使 
用 序列 脉冲 激光 对 原子 的 减速 和 冷却 效应 都 比 连续 激光 有 效 , (v)，(v2?) 均 下 降 得 很 
快 . 


图 7.6 原子 的 速度 平均 值 (ve) 随时 间 t 的 变化 
取 自 文献 [12] 


图 7.7 原子 的 速度 平方 平均 值 (v?) 随时 间 t 的 变化 
取 自 文献 [12] 
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由 上 面 分 析 计 算 表 明 ， 采 用 序列 脉冲 激光 并 适当 选择 调制 函数 ， 能 够 获得 较 
宽 的 光 压 力 分 布 ， AA TT HEAR P AAE RERE D A BBEA T RA RRE. 以 
Na 原子 3251,53? P5 跃迁 为 例 , 不 计 超 精细 子 能 级 影响 , 取 和 = 5890À, IN. F 
10 MHz, 则 图 7.6, 7.7 所 示 的 Na 原子 初始 在 激光 传播 相反 方向 的 平均 速度 为 4.1 x 


10* cm/s, 速度 平方 的 平均 值 为 2.0 x 10? cm2/s2. 图 中 G = 10 相应 于 激光 平均 强 
度 为 500 mW/cm?, 量 纲 为 一 的 时 间 上 = 600, 相当 于 1.92 ms. 当 采 用 连续 激光 , 经 
过 1.92 ms 后 Na 原子 气体 在 激光 传播 相反 方向 的 平均 速度 下 降 为 3.2 x 104 cm/s, 
均 方 速度 下 降 为 1.4 x 10?cm?/s?. 如 果 使 用 平均 强度 为 330 mW/cm?, 重复 频率 为 
70 MHz 的 序列 脉冲 激光 经 过 相同 的 时 间作 用 后 , 平均 速度 下 降 为 2.2 x 104 cm/s, 
平均 速度 平方 下 降 为 8.5 x 108 (cm/s)?. 低 强 度 序列 脉冲 激光 也 可 产生 速度 分 布 范 
围 较 宽 的 光 压 力 , 不 需 采 用 频率 扫描 , 就 可 能 使 整个 原子 气体 实现 深度 冷却 . 


7.2. 激光 冷却 原子 与 光学 粘 胶 


前 一 市 已 讨论 了 只 要 激光 频率 w 相对 于 原子 跃迁 的 频率 wo 为 红 移 w — wo 
< 0 在 激光 作用 下 的 原子 会 由 于 Doppler 效应 被 减速 被 致 冷 , 即 图 7.6, 7.7 所 示 的 
(v), (v?) 随 作 用 时 c 的 增加 而 下 降 . 但 这 只 是 受到 迎面 而 来 的 激光 辐射 压力 作用 
的 结果 . 如 果 是 受到 正 反方 向 传播 的 激光 作用 , 这 原子 将 在 传播 方向 例如 zx 轴 方向 
被 减速 . 如 果 是 采用 6 个 光束 沿 x, y, z 正 反方 向 作用 于 原子 , 则 原子 将 被 禁 铀 在 
6 束 光 作 用 的 小 区 域内 . 又 考虑 到 原子 的 速度 扩散 , 原子 很 像 是 在 一 带 有 粘性 的 液 
TE BIDC SETA (optical molasses) 中 运动 . 又 假定 沿 z，y，z 轴 进 行 的 光束 是 彼此 不 
相干 的 , 这 就 是 光学 烙 胶 模型 031. 现 分 析 这 模型 的 一 维 问题 , 即 在 z 方向 加 上 一 驻 
波 场 对 原子 所 产生 的 减速 、 阻尼、 速度 扩散 与 加 热 . (7.1.22) 和 (7.1.23) 式 辐射 场 作 

l 

用 于 原子 的 力 Fsy + Fina 对 z 求 平 均 后 , 由 于 f sin 2 kzdz = 5, j|, sin 2kzdz 
= 0, N Fp 有 贡献 , 去 掉 矢 量 记 号 , 用 FF 来 表示 , 并 取 初 始 反 转 粒子 Ao = — 


—hk  G|L(wo — kv — w) — L(wo + kv — w)| 


— T» 14 G(L(ug — kv — w) + L(wg + kv — w)) (7.2.1) 
对 于 弱 场 G « 1, 又 设 A =w — wo, 则 (7.2.1) 式 可 简化 为 
_ 7, C v: 272 A - 2T; (7.2.2) 


1 + 2(A? + k?v2)T2 + (A? — k?v?)? T3 
XAR (7.1.37) Å, 在 驻 波 场 作用 下 , 原子 的 扩散 方程 : 


d DO (F 1 0 O 
a 7-75 (zw) t30 (pw) T23) 
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| hk hk G[|L(wo — kv — w) + L(wo + kv — w)] 
M? T5 1 + G(L(wg — kv — w) + L(wo + kv — w)) 

同样 令 A =w- w, 并 设 |kv| lAl, G «1 则 得 

(hk)? 2G 1 

M? Ts 1+ (AT3)? 

(7.2.2) 式 为 驻 波 场 对 原子 产生 的 辐射 压力 , 而 行 波 场 的 辐射 压力 , 则 由 (7.1.19) R 

给 出 , 即 


D zz 


(7.2.4) 


1 G 
F} = ETETA (7.2.5) 
图 7.8 为 F(SEZE), FRR) 相对 于 koh 的 变化 曲线 . 我 们 注意 到 在 v = 0 附近 


F 与 v 的 线性 关系 , F c -au, a 即 阻尼 系数 . 由 (7.2.2) 式 


AT» 


= —4ħk? G = 7.2.6 
a= Ahk CT TS (7.2.6) 

—4 —2 0 2 4 

2kv/ Ii 
图 7.8 F, F+ W M = 2kv/I, = kvT 变化 的 曲线 
参见 文献 [13] 
故 在 kv c O0 附近 原子 动能 E 的 减少 率 , 即 冷 却 速率 为 

的 = Fv = -—ov? (7.2.7) 


将 Fokker-Planck 方程 等 价 为 Ito 7j f&, (7.2.3) 式 可 写 为 
dw(t) = Lat + VDé(t)dt = -去 v(bdt + v DE(t)dt (7.2.8) 


EEE) = 8t- t), (&(0)—0 


7.2 ”激光 冷却 原子 与 光学 粘 胶 . 239 - 
(7.2.8) 式 的 解 可 写 为 
v(t) = v(0)e C «49 +- VD | el^ t-t Etat (7.2.9) 
由 此 可 得 速度 v(t) 的 均 方 差 及 平均 值 
((Av)^) = (lt) — (v(0))^) 
=D | | dt'dt"e- €) frt lelte) = PM a —e-Mt) (7.2.10) 


(v(t)) = (v(0))e ^ »? (7.2.11) 
34 t= co 时 (7.2.10) 式 给 出 


((Av)?) z ET (7.2.12) 
Z3 t 很 小 时 , (7.2.10) 式 给 出 
((Av)2) z Dt, KAn’) =D (7.2.13) 


(7.213) 式 用 M/2 R, 便 得 加 热 原子 的 速率 为 “一 ， 但 考虑 到 为 保持 原子 的 动 
量 Mo 在 零点 附近 , 故 吸收 一 光子 后 , 又 辐射 一 光子 . 总 的 加 热 速率 应 为 此 数 的 两 


fiy B3 


dE MD 
(F) — 2 一 ~ MD (7.2.14) 
平衡 时 , 应 有 (Š) + (5) —0. 将 (7.2.7) 和 (7.214) 式 代入 便 得 
v? = -一 (7.2.15) 


与 (7.2.12) 式 比较 , 得 知 平衡 时 的 v? 恰 为 ((Av)?) 24 t 一 oo 时 的 取 值 的 两 倍 . 将 
原子 的 热 动 能 Mv?/2 与 按 能 量 均 分 定理 每 一 个 自由 度 的 热能 kTp /2 相等 , 便 得 
MD | h 1c (AT) 


kTg = Mv? = — ~ 
B ” Q 215 一 AT 


(7.2.16) 
24 AT, = —1 时 , (7.2.16) 式 取 极 小 值 


h 
kImin 一 万 E 7.2.17 
F © (7217) 
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这 个 温度 称 为 Doppler 冷却 极限 . 对 于 钠 原 子 5890 A 线 ， = = F = 2x x 107 Hz, 
故 有 
kTmin = 6.62 x 10?" x 107 erg = 240nK 
但 实验 测 得 的 温度 要 比 极限 温度 240MK 低 得 多 . 
扩散 系数 及 阻尼 系数 的 表 式 (7.2.4) 和 (7.2.6) ÆR G = I/Io « 1 情形 导出 的 . 
E G 并 不 很 小 , 则 D 与 o 的 表 式 分 别 为 


(hk)? 2G 1 
D A 一 一 一 一 一 一 7.2.18 
M? T2 1+2NG + (A13)? ( ) 

AT: 
a ~ —Ahk?G Al (7.2.19) 


(1 + 2NG + (AT2)2)2 
AFP N = 1, 2, 3, 分 别 对 应 于 1, 2, 3 维 光学 粘 胶 . 相应 地 冷却 温度 (7.2.16) 式 也 


应 修正 为 13 
.h 1+2NG + (A13)? 


kTg = - (7.2.20) 
2T; -AT, 
为 了 描述 原子 在 光学 粘 胶 中 受阻 冷却 , 现 定义 速度 衰减 时 间 常 数 73: 
ELI (7.2.21) 


dv Q 
(3). 
对 于 钠 原 子 , 冷却 极限 温度 为 kTmin = 2404K, 对 应 的 速度 为 30 cm/s. 原子 在 光 胶 
中 作 Brownian 运动 , 其 扩散 距离 r 的 均 方 值 (0?) 与 扩散 时 间 to 的 关系 为 [32 


kT 
(r?) = N(z), (2°) -2D.4p, Ds ==> (7.2.22) 


由 (7.2.19) 和 (7.2.20) RÑ E (7.2.22) 式 中 的 kTp, a 得 


u (r?) Q u 4k? (r^) T (AT3)* 
‘D = ON kTg N (1 +2NG + (AT3)2)8 (7.2.23) 
将 (7.2.23) 式 对 G 及 失 谐 A 求 极 值 , 我 们 得 
2/ .2 
ip = eg To. ES AT) = —], G= zx (7.2.24) 


用 钠 原 子 和 = 5890 A, 1/Tj = 2r x 10Hz 及 扩散 距离 (72) = 0.52 cm?, N = 3 4 
A tp 的 表 式 得 扩散 时 间 £p = 742 ms. 如 果 不 是 光学 粘 胶 而 按 240 uK 的 平 动 速 
JE 30 cm/s 逃逸 0.5 cm 距离 则 只 需 17 ms, 约 为 742 ms 的 1/44. 这 一 结果 是 假定 
了 光学 粘 胶 的 体积 为 无 限 大 , 求 得 的 原子 的 扩散 距离 均 方 值 (02) 与 扩散 时 间 tp 的 
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关系 . 如 果 一 开始 光学 粘 胶 的 体积 就 是 一 个 半径 为 r 的 球 , 原子 一 扩散 到 球面 , 便 
RRR. 又 设 球 内 初始 原子 数 为 no, 经 过 + 上 时 的 扩散 , 球 内 的 原子 数 n (0 将 按 指 
数 衰减 [14, 15] 
r2 

= dn. 
仍 取 7 = 0.5 cm, 则 按 (7.2.25) 式 计算 得 rw = 450 ms, 这 些 是 设计 观察 原子 冷却 
温度 实验 的 依据 . 在 没有 讨论 这 些 实验 以 前 , 应 指出 已 测 到 冷却 温度 25 uK P191, 远 
低 于 钠 原 子 的 Doppler 冷却 极限 240 uK, RERA, 除了 上 述 冷 却 机 制 外 , 还 存在 


新 的 冷却 机 制 07), 即 偏振 梯度 冷却 . 


7.3 (OG ds ES AI CT 


利用 激光 偏振 梯度 冷却 原子 的 机 制 分 别 由 J.Dalibard, C.Cohen-Tannoudji 和 
S.Chu 独立 提出 5~ 趾 基本 原理 是 基态 与 激发 态 均 包含 了 简 并 的 子 能 级 ， 当 激 
光 的 偏振 随 空 间 坐 标 变 化 , 亦 即 存在 偏振 梯度 时 , 对 与 之 相互 作用 的 原子 呈现 出 阻 
J, 而 且 这 时 的 阻尼 系数 当 原 子 的 速度 v 一 0 Bf, 几乎 与 光 强 无 关 . 偏振 梯度 有 两 
种 , 一 种 是 oto 型 , 另 一 种 是 rz*ry 型 , 分 别 如 图 7.9(a), (b) 所 示 . 图 7.9(a) RE 
oto 型 为 两 束 党 相反 方向 传输 的 左右 椭圆 偏振 光 , 总 的 电场 E(z, t) 可 表示 为 


E(z,t) = Et(z)e Ttt + c.c. (7.3.1) 
T T E €i 
-G rz e LN CLE — 
E, e L NA 
T T E2 el 


J je 
A/8 M4 3A/8 M2 
y y 


(a) oto- 型 (b) nnr 型 


n(t) = ngexp(—t/rw), TM (7.2.25) 


TN 
/ 9 1» Ji N 


(c) 对 应 于 ct+c- 型 的 光 移 位 基态 子 能 级 (d) 对 应 于 rrr* 型 的 光 移 位 基态 子 能 级 
图 7.9 两 种 类 型 的 偏振 梯度 及 对 应 的 光 移 位 基态 子 能 级 , 跃迁 为 Jg = 1/2 o Je = 3/2 
参见 文献 [13] 


正 频 分 量 E+(z) 由 下 式 给 出 


£* (z) = egee” 十 ere'e itz (7.3.2) 
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( 十 j ) 
v2 (7.3.3) 


1 
e =e 一 yg — ie) 


式 中 eo, eh 分 别 为 沿 z 轴 正 、 反 方向 传输 的 光 的 振幅 ,可取 为 实 值 e, e DE, 
右 旋 圆 偏振 . 将 (7.3.3) RRA (7.3.2) RA 


E+(z) = ceo — ees — eo + &o)eg (7.3.4) 


Am, 
Ez = Er cos kz — e, Sin kz (7.3.5) 
Eg = Ez sin kz + e, cos kz 
合成 后 为 一 椭圆 偏振 光 , 而 且 椭圆 轴 绕 z 轴 转 动 角 为 p = 一 kz. 
在 负 失 谐 条 件 下 , 原子 从 o 光 场 中 吸收 光子 数 比 ot 光 场 中 吸收 的 光子 数 多 ， 
阻尼 系数 为 - 
120 AT» 


= 一 -hk 3. 
"17 5- (Any? (7-3.6) 


平衡 温度 
- ho? [29 354 1 


kTe = 一 -| 一 + 一 =- 
BT A [300 " 75 14 (AT; 


对 于 ata 型 , 两 束 沿 相反 方向 传播 , 且 偏 振 方向 互相 垂直 的 线 偏振 光 


E 一 ez 6 一色 (7.3.7) 


将 (7.3.7) 式 代 入 (7.3.2) 式 , 并 令 co = eL, 则 得 


Et(z) = eoV2 c kz Ug — isinkz e) (7.3.8) 


由 (7.3.8) 式 看 出 合成 后 的 场 强 E+(z) YE z = 0 处 为 线 偏振 光 , 在 z = A/8 处 为 椭 
圆 偏振 光 (c-). 当 原 子 沿 z 轴 飞 行 时 , 原子 基态 子 能 级 由 于 光 所 产生 的 能 级 移 位 
的 大 小 随 空 间 位 置 交 替 变化 . 光 抽 运 总 是 将 基态 高 子 能 级 的 粒子 抽 至 低 子 能 级 , 如 
图 7.10 所 示 . 这 样 , 原子 在 运动 时 , 总 是 吸收 红 移 光子 , 放出 蓝 移 光 子 , 导致 原子 动 
能 的 损耗 . 对 于 弱 光 强 、 负 失 谐 情况 , 一 维 nzny 光 胶 的 阻尼 系数 为 
a= ane fT (7.3.9) 
平衡 温度 
kTg = — (7.3.10) 
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能 量 


A/8 M4 3X2 XM2 


A/S A/A 3M2 M2 5M8 ? 人 gun 9-1/2 
(a) TAREA F EA 5 dis (b) 在 基态 子 能 级 上 的 粒子 数 分 布 
用 实心 点 的 大 小 来 表示 
图 7.10 
参见 文献 [13] 


oto 和 rzry 激光 场 对 原子 的 辐射 压力 和 速度 的 关系 如 图 7.11 所 示 . 从 图 中 
可 以 看 出 , 在 低速 范围 , 偏振 梯度 冷却 更 有 效 ; 而 在 高 速 范围 , Doppler 冷却 更 有 效 . 
因此 , 利用 偏振 梯度 冷却 , 在 光 强 很 弱 、 失 谐 很 大 时 , 可 使 冷却 温度 低 于 Doppler 极 
ER. 这 由 (7.3.6) 和 (7.3.10) 式 可 以 看 出 来 . 


0.2 [单位 hm/) 


0 V 


(单位 hky/2) 
0 0.04 


一 0.15 


(a) zm! 型 激光 场 对 原子 的 辐射 压力 下 (单位 为 (b) crc- 型 的 辐射 压力 已 随 v 的 变化 , 参数 为 
ARI /2) 随 速度 v( 单 位 为 一 /及 的 变化 曲线 , 实 线 为 (2-0. 25y, 6——0. 57, 
偏振 梯度 压力 ， 虚 线 为 Doppler 失 谐 相对 传播 光 
束 辐射 压力 之 和 . 参数 为 (2=0. 3y, 6——, 
图 7.11 
参见 文献 [17] 


现 对 一 维 n*2? 光 胶 作 更 仔细 地 讨论 . 基态 为 二 重 简 并 , 简 并 能 级 为 91/2. 9-1/2, 
激发 态 为 四 重 简 并 , 能 级 为 e41/2, €42/3 它们 之 间 的 Clebsh-Gordon 系数 如 图 7.12. 
采用 旋 波 近似 后 , 原子 与 光 场 间 的 电 偶 极 相 互 作用 V: 


V = —-(D*-.£&*(r)e "^ + D7. E7 (r)el"7*) (7.3.11) 
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D+, D- 为 原子 电 偶 极 上 升 与 下 降 算 子 , E+(r), E 一 (7) 为 激光 场 的 正 频 、 负 频 分 量 ， 
£- = (£*)*, Et+(r) 由 (7.3. 
V 的 矩阵 元 为 


3. 9/91) 8 
(7.3.8) 定义 . 根据 (7.3.8), (7.3.11) 式 及 图 8.12 得 出 相互 作用 


hf . 
e321V = — sin kze ™ rt, 
( 3/2] 19172) V3 


(e172|V |9—1/2) 
(e-3/2]V 191,2) 


一 — gin kze "rf 
| V6 2, (73.12) 
—— cos kze™ tt (e .,4|V = ——- cos kze“: 

V5 ( 12] 91/2) V6 

€_3/2 €_1/2 C+1/2 €41/2 


9-12 9412 
图 7.12 1/2 — Je = 3/2 跃迁 的 Clebsh-Gordon 系数 
参见 文献 [13] 
由 激光 场 产生 的 能 级 移 位 为 
suvim (m| V |g1/2) "p l 2 
AE = Re), KAHIT Ts) 一 万 4so | sin^ kz + 3 cos“ kz 
= Ep 一 E > cos 2kz (7.3.13) 
2 
Eo = hse $0 = = L /2 
同样 可 以 求 得 


A? + (1/T3)? 


1 
AE. 4/5 = hAso c kz 4- 3 sin? kz) = Eo + 


Ü cos2kz 


(7.3.14) 
将 能 级 移 位 AE, /2， AE 1/2 对 :> 作 图 ， 便 得 图 7.10. 注意 (7.3.12) 式 也 可 用 另 一 种 
方式 表述 , 即 定义 基态 与 相互 作用 为 


g = sin kzgi/2 + cos kzg_1/2 


| | 7.3.15) 
_ D* e*t | p giert ( 
vi ) 
于 是 有 (Dt, D- 的 矩阵 元 , 参看 C-G 系数 图 7.12) 
(esp2lV |g) = e!" sin kz (esI * gio) = eot sin kz 


(7.3.16) 
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将 这 结果 与 (7.3.12) 式 比较 , 完全 相同 . 同样 , (e_3j2|Vlg), (exyalVig), (e-12lVlg) 
也 与 (7.3.12) 式 其 余 等 式 (e_3j2|Vlg_1y2)… 一 致 . 故 (7.3.12) 式 各 矩阵 元 均 可 看 
成 不 同 激发 态 癌 一 基态 跃迁 的 矩阵 元 . 一 个 很 重要 的 结论 是 由 9 的 定义 式 (7.3.15) 
A, 得 知 原子 处 于 gt?，9_1/? 态 的 概率 分 别 为 sin? kz, cos? kz. 产生 AE41/5 能 级 
移 位 的 力 ftiz 由 (7.3.13) 和 (8.3.14) RAH 

f+1/2 = AEQ 一 F lkAso sin2kz (7.3.17) 
对 状态 91/2; 9—1/2 求 平均 后 得 

f fij2T12 + f-1/20-1/2 (7.3.18) 

AP tis 为 处 于 状态 gr1y2 的 概率 . 如 果 用 sin? kz, cos? kz RA, EA 


f(z) = ShkAso sin 2kz cos 2kz (7.3.19) 


注意 到 sin? kz, cos? kz 可 看 成 初始 时 的 概率 711/2(z), t 172(z), 经 Tp 时 原子 已 由 z 
运动 到 z 一 vy: 


N41/2(Z — VTp) = A41/2(2) 一 vr, an (7.3.20) 
将 (7.3.20) 式 代 入 (7.3.18) 式 得 
f(z 一 vm) = f(z) + E hk? Ager, sin? (2kz) (7.3.21) 
将 (7.3.21) 式 对 空间 z 求 平均 , 很 明显 f(z) = 0, WA 
fie = p) = =o (7.3.22) 


2 - 
Q = — z K^ AsoTp 


式 中 c, 为 原子 在 基态 逗留 的 时 间 , 1/7 = — I 代入 上 式 得 a = -3A (AT/2), 


Dp i vy ws AJAI ho? 
此 即 (7.3.9) 5X. 于 是 按 文献 [17jkTs = PE 求 得 平衡 温度 kTg = 一 50 SJA] 
即 (7.3.10) XX. D, 为 重力 量 扩散 系数 . 
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三 维 光 学 粘 胶 是 S.Chu 等 在 1985 年 提出 来 的 ， 他 们 用 观察 在 光 胶 中 的 原子 
的 荧光 随时 间 的 衰变 , 也 称 之 为 R & R (Release & Recapture) 方法 来 测定 原子 温 
BE. 如 图 7.13 所 示 09, 由 原子 炉 出 来 经 Zeeman 调谐 磁铁 线圈 并 被 迎面 来 的 激光 
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束 对 撞 冷 却 后 的 慢 原 子 束 逃离 至 光 轴 旁 ( 约 2.5 cm) 的 光学 粘 胶 区 被 俘获 . 设 被 俘 
获 的 原子 数 为 no, 这 些 原子 将 按 (7.2.25) 式 指 数 律 衰减 , 观察 到 的 光 粘 胶 中 原子 的 
奖 光 强度 也 同样 按 (7.2.25) 式 指数 衰减 . 如 果 挡 掉 形成 光 胶 的 激光 一 段 时 间 tog( 例 
如 tot = 20 ms), 然后 又 将 激光 加 上 , 在 tor 时 间 内 光 胶 已 去 掉 , 原子 将 以 热 速度 
逃离 光 胶 区 . 温度 高 、 热 速度 高 , 逃离 快 ， 反 之 逃离 慢 . t 后, 光 胶 又 恢复 了 , R 
光 又 按 tor 前 的 指数 衰减 , 但 强度 起 点 要 比 tog 前 低 , 如 图 7.14 所 示 . 根据 这 点 可 
测定 在 tor 时 间 内 逃离 的 原子 数 及 热 速 度 与 温度 . 应 用 这 种 方法 测 得 的 钠 原 子 的 光 
胶 冷 却 温度 为 240 uK, 钨 原子 的 光 胶 冷却 温度 为 100 uk U9), 分 别 与 Doppler 冷却 
极限 240 uK, 120 pK 接近 . 但 进一步 实验 , 便 发 现 结果 与 经 典 光 胶 理 论 及 Doppler 
极限 均 不 符合 M. 图 7.15 是 周期 地 挡 掉 与 加 上 激光 束 ( 即 光 胶 ) 的 原子 荧光 强 
度 随 时 间 的 变化 曲线 . 这 曲线 反映 了 光 胶 慢 化 与 聚集 原子 的 效果 . 使 人 感到 惊奇 的 
是 即使 激光 失 谐 大 到 A = —6/T,, 这 已 经 远 远 偏离 于 (7.2.24) 式 给 出 的 最 佳 失 谐 
A = —1/T», 仍 能 有 图 7.15 所 示 的 实验 结果 , 即 仍 有 慢 化 与 聚集 原子 的 效果 . 这 表 
明 经 典 光 胶 理 论 的 失效 . 又 由 荧光 强度 的 衰变 , 可 测定 rw 及 tp. 按 (7.2.23) Ñ, tp 
与 失 谐 4 的 变化 关系 即 图 7.16 中 的 实 线 , 极 大 在 -AN = 1. 但 实验 测 得 的 点 则 大 
光 胶 


线圈 EAT 


图 7.13 Zeeman 调谐 磁铁 与 光 胶 区 位 置 
参见 文献 [13] 


e ae JE 
r^ eee uy apre 


0 01 02 03 04 05 06 07 
时 间 /s 
图 7.14 光 胶 区 原子 的 荧光 衰减 

参见 文献 [13] 
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为 红 移 了 , 极 大 在 -AT = 3 处 . 经 典 理论 与 实验 不 符 , 还 可 从 飞行 时 间 (TOF) W 
量 得 到 证 明 , 即 在 光 胶 下 面 与 光 胶 相距 1 ~ 2 个 光 胶 直径 的 地 方 加 一 探测 光 , 当 原 
TE tog 时 间 内 由 光 胶 逃离 并 进入 探测 光 时 , 便 发 荧光 . 图 7.17 为 荧光 强度 随时 的 
变化 , TOF 给 出 kTg = 250 uK, 25 pK 实 线 . 实验 数据 与 25 pK 理论 曲线 相符 合 . 
这 表明 光 胶 中 原子 处 于 温度 25 uK, 而 不 是 Doppler 极限 250 uK. 


4 6 8 10 
时 间 /s 


图 7.15 ” 光 胶 中 原子 荧光 的 上 升 与 衰减 曲线 
原子 炉 出 来 的 慢 原 子 , 周期 地 被 挡 掉 与 开启 . 可 看 到 光 胶 中 的 原子 可 维持 ~4s 
参见 文献 [13] 


图 7.16 ” 光 胶 中 原子 寿命 tp 随 失 谐 A 的 变化 
实 线 为 由 (7.2.23) 式 得 到 的 理论 曲线 G x 0.5, 空心 图 为 实验 点 


参见 文献 [13] 
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0 20 40 60 80 100 
时 间 /ms 
图 7.17 光 胶 中 原子 飞行 时 间 测 量 A = -2.571 
参见 文献 [13] 
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上 几 节 讨论 激光 辐射 压力 可 以 使 原子 减速 并 冷却 .同样 也 可 以 应 用 激光 辐射 
压力 作成 反射 原子 的 原子 镜 005; 衍射 原子 的 原子 栅 . 图 7.18 就 是 通过 平面 电磁 波 
在 电介质 的 内 全 反射 产生 的 衰 波 做 成 的 原子 镜 . y > 0 为 真空 , y < 0 为 电介质 , 激 


光 透 过 介面 y = 0 产生 的 衰 波 为 
E(z,t) = e£ exp(—ay) [ee 十 c.c. 


图 7.18 平面 电磁 波 在 真空 -电解 质 表面 的 
内 全 反射 形成 衰 波 , 原子 在 衰 波 上 的 反射 


AF, e 为 偏振 矢量 , a, k 分 别 为 


Q 一 = (n? sin? 0 — 1) 


1/2 QU. 
/ , k= —nsinO 
C 


(7.5.1) 


(7.5.2) 
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0 为 平面 波 在 介质 内 的 入 射 角 , E 为 y = 0 处 的 波幅 , 产生 内 全 反射 的 条 件 为 0 > 
0, = arcsin(1/n). 衰 波 沿 界面 x 方向 传播 , 衰 波 对 原子 产生 的 力 可 参照 (7.1.14) 和 


(7.1.15) 式 求 得 , 并 注意 到 训 波 的 梯度 : 


V E(z,t) — c£ Ca — ik)e- ov ti(ot-ko) 十 c.c. (7.5.3) 
将 (7.1.15) 和 (7.5.3) 式 代 入 (7.1.10) Ñ, 便 得 
CQ k 
PF + TF; (7.5.4) 
AF a, k 分 别 平行 于 y 与 xz 58, Fr, Fy 由 下 式 给 出 : 
F; = tou EAk sin(wt — kx)e 7?" [Ts (wo — kuz — w) cos(wt — kz) 
+ sin(wt — kx)| L(wg — kuz — w) 
—ATsu?£?o cos(wt — kz)e ?oY (7.5-5) 
Fy = A [Ts (wo — kv — w) cos(wt — kz) 
+ sin(wt — kz)| L(wo — kuz — w) 
将 (7.5.5) 式 对 t 求 平均 , 并 应 用 (7.1.19) 5X, 便 得 
|. hk | GL(wo kvz — w) 
” T 1-- GL(wg — kv — w) 
F; = EC — kv, — w) F; (7.5.6) 
2£? —2ay 2T2 
G= e 7; U £2 
对 于 正 失 谐 A =w -wo > 0, H A> kv: 的 情形 , (7.5.6) 式 可 化 简 为 
hk G AG 
h-mGaiicAup Pc" (7.5.7) 
对 应 于 F, 的 势 为 Fy =-—VV (y) 
V (y) = ra In [1 + G + 4°T3] (7.5.8) 
2 
具有 质量 M, 初速 v 的 原子 , 只 要 A < v (o), 当 运动 到 汶 层 误 波 势 附近 时 被 反 


IEIR. 亦 即 被 反射 回来 的 原子 在 y 方向 的 速度 分 量 最 大 值 vp 应 是 


max hA A 1? 
Uy = zr PO +G +AT) 


(7.5.9) 
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值得 一 提 的 是 将 图 7.18 结构 , 稍 加 改变 , 便 可 做 成 衍 设 原子 的 衍射 栅 223. E 
要 是 加 了 一 面 与 激光 束 成 垂直 的 全 反射 镜 . 于 是 在 界面 y = 0 附近 形成 激光 场 驻 
DU, 由 真空 (y > 0) 来 的 原子 在 其 上 衍射 . 


7.6 原子 镜面 对 原子 量子 态 选择 反射 实验 


如 图 7.19 所 示 , 激光 束 射 入 石英 片 , 在 其 内 全 反射 , 透 过 介面 的 衰 波 形成 原子 
镜 . 作用 力 Fy S Vy) 参照 (7.5.8) 和 (7.5.7) R, 并 考虑 到 Doppler 修正 后 可 写 


为 - 
(A — k,v,)G 


= ħa n 
"GF 1-4 (À- ksv)? T? (7.6.1) 


ks = ksin, o - k(sin? 0 — n7?) 2, A=w— wo 


Fy 


V (y) = rA — k,v,)In [1 +G + (A — k;vz)?12] (7.6.2) 


图 7.19. ECPYECT HIER BU c SURE 
参见 文献 [4] 


F(y), V(y) 均 与 失 谐 (4 — kv) 成 正比 ， 若 为 正 失 谐 , A — kv > 0, F(y) > 0 
AEFI, 原子 被 原子 镜 所 反射 ， 若 为 负 失 谐 A- kus < 0, F(y) < 0 为 吸引 
JJ. 原子 将 被 吸附 在 镜面 . 为 观察 此 效应 , 可 选择 基态 有 精细 结构 的 钠 原 子 . 基态 
3S, 有 两 个 超 精 细 结 构 F = 1,2, 间距 1772 MHz， 在 热平衡 情况 下 , F= 2 态 
的 原子 占 37.5%, F = 1 态 的 原子 占 62.596. 若 将 激光 频率 调谐 到 个 能 态 之 间 , 即 
w20 + krUs < w < wio 十 kzvz，w10，Ww20 DAA F = 1, 2 态 到 激发 态 3P3/2 间 的 
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跃迁 频率 . 很 明显 w 相对 F = 2 能 态 为 正 失 谐 , 将 反射 F = 2 能 态 的 原子 ， 而 对 
F —1 能 态 来 说 , 便 是 负 失 谐 , 将 吸附 F — 1 能 态 的 原子 . 被 镜面 反射 的 原子 , 再 


用 探测 激光 通过 观测 其 吸收 谱 . 如 图 7.20(a) 所 示 ， 2 no Efe) ~ 12 GHz 


m Rte) = 0.5 GHz, 热 原子 平 动 速度 w = 8.2 x 104 cm/s, F = 2 能 态 吸 
收 谱 的 强度 远大 于 F = 1 能 态 . F—1 能 态 的 小 峰 , 是 由 于 背景 信号 引起 的 . 这 
个 结 采 恰 表 明 F = 2 能 态 原 子 被 原子 镜 反射 , F = 1 能 态 原 子 被 镜面 吸附 . 现在 看 
图 7.20(b), 全 一 emt Fete) 2 9 GHz t — Goo 1) _4 6 GHz, pue 
F = 1,2 均 被 反射 , 均 有 吸收 峰 . 图 7.20(c) 为 撤 掉 强 激光 束 , 无 原子 镜 , 小 量 散 射 
原子 形成 吸收 背景 信号 . 


J6 10 p-2 -t* 
E [ F=1 Av, in 
i IL 
ki 1 ine E E 1 
R ^ 2 
ME am. $ 0 
Avp/ GHz Avp/GHz 
(a) (b) 
m 
m 
"B | FO 
AP F-1 
o 0 
ks 0 1 2 
Re Avp/ GHz 


(c) 
图 7.20” 钠 原 子 在 原子 镜面 选择 反射 后 的 吸收 谱 
参见 文献 [4] 
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上 市 已 讨论 二 能 级 原子 在 激光 衰 波 镜面 的 反射 , 并 研究 了 作用 于 原子 上 的 力 
F, 随 着 激光 的 正 失 谐 或 负 失 谐 4 而 表现 出 的 差异 . 这 些 结论 已 从 实验 上 得 到 证 实 . 
但 如 何 从 求解 原子 与 光 场 相互 作用 满足 的 Schródinger 方程 , 来 进一步 确认 , 还 是 
很 有 实际 意义 的 . 这 一 节 就 在 准确 求解 二 能 级 原子 与 场 相互 作用 的 Schródinger 方 
程 的 基础 上 讨论 了 原子 波 函 数 的 边界 条 件 及 反射 率 随 Rabi 频率 的 变化 规律 25.20]. 
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7.7.1 二 能 级 原子 在 激光 衰 波 场 中 满足 的 Schrödinger 方程 及 其 解 


参见 文献 [10], 原子 在 误 波 场 中 总 的 哈密 顿 H 可 表示 为 原子 内 部 的 哈密 顿 量 
Ha, 原子 重心 (y, 2) 的 动能 (2 +p p2) 及 原子 与 激光 场 e(z,y,t) 的 耦合 能 
-p-e ZA, 


1 
z, (Pz +p2)— uE (7.7.1) 


参照 图 7.19 在 r-y 平面 内 的 平行 光束 在 玻璃 介质 的 内 全 反射 形成 的 衰 波 cz， 
y.t) 与 z 无 关 . 原子 在 z 方向 的 动量 p 将 是 一 个 常数 . 为 方便 起 见 , 可 去 掉 (7.7.1) 
式 中 相应 的 动能 部 分 p2/2m, 这 样 便 得 出 原子 满足 的 Schrödinger 方程 为 


H=H,+ 


ih 


Ot — 2m 


AF q 为 原子 内 部 坐标 . 假定 原子 只 有 两 个 能 级 , 即 基态 与 激发 态 . 定 态 解 为 


ð Pao e 
? (za 53) Y t Ho(q)o — p: EY (7.7.2) 


Ha(q)6e(q) = Eeoe(q) 


(7.7.3) 
Ha(q)os(q) — Egóg(q) 

AXCHBOGS AFM, 其 频率 为 w 

e(z, y, t) = e(x, yje ™™ + e* (x, yji“ (7.7.4) 
将 % 表示 为 
V) — ue(z, y)pe(q) exp (^i -— 一 m 一 ^) 
| (7.7.5) 
+ug(x, y)óg(q) exp (aH 十 m — ^) 


将 (7.7.4) 和 (7.7.5) 式 代 入 (7.7.2) 式 中 , 应 用 (07.7.3) 式 , 然后 用 J $e(q)dq, J $g(q)dq 


作用 于 等 式 两 边 , 采用 旋 波 近似 , 将 电 偶 极 u= eq 的 矩阵 元 J pe(qjupa(q)dg 仍 
i1 u, 最 后 得 


(7.7.6) 
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Xm A= ou LPs 为 激光 频率 o 相对 于 二 能 级 原子 跃迁 频率 的 失 谐 激光 通 
过 介面 内 全 反射 形成 的 衰 波 场 为 


e(x, y) = eee "V i62 


7.7.7 
n = ko n?sin^0 — 1, £ — kgnsin0 


这 是 一 沿 z 轴 方 向 传播 的 波 , 其 偏振 方向 e E z AFAT, BE s 偏振 . 波幅 沿 y 5877 
器 指数 衰减 , 下 面 为 书写 方便 起 见 , 略 去 单位 矢量 e, 并 将 u 写成 1. 将 (7.7.7) X 
代入 (7.7.6) 式 , 得 ue, ug 的 解 为 


ug = ug(y)ei?e*/^. py = p, Ht (7.7.8) 
将 (7.7.8) 式 代入 (7.7.6) 式 得 出 us (y), us (y) 满足 如 下 的 方程 
h? d? 2 ÑA 
Eue = -关押 = — :3 Ue — pee ug 
(7.7.9) 


(7.7.8) 式 表 明 在 反射 过 程 中 , 可 能 发 生 由 基态 跃迁 到 激发 春 , 并 吸收 一 个 光子 的 能 
量 与 动量 . 现在 对 方程 (7.7.9) 式 进行 规 一 化 , 引进 Rabi 频率 0 = kE 规 一 化 频 
率 f20 = hn? /m, 并 取 规 一 化 : 


Tey |. E - hA/2 — p? /2m 


hQg/2 hog /2 nu 
Toy E — hA/2 — p?/2m 
无 20 /2 有 (20 /2 
of of (7.7.10) 
R/2m d 1d dq? R 
一 > —, — >N 


h2s/2dy? n? dy? 'dy?' No 


LS = PA — (EY [2m — poħs/m 
1 一 2 二 UNE 


式 中 Toy, Toy 分 别 为 激发 态 、 基态 原子 垂直 于 直面 的 平 动能 , 1:0, /2 为 光子 在 4 方 
向 对 原子 产生 的 反 冲 移 位 , 而 Poe TU. 分 别 为 Doppler 移 位 能 及 光子 的 反 冲 能 
当 Lp» 0 时 为 正 失 谐 , 24s; c 0 时 为 负 失 谐 ， 经 规 一 化 后 , 方程 (7.7.9) 
便 可 写 为 | 

d 


di" = —yu + Me Yu (7.7.11) 
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式 中 必 = | “ 
阶 方程 , 便 得 
式 中 ， 


由 (7.7.14) 式 得 
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s DEI 0 v) sona REA 
Ü 7o -N 


0 
du dv - 
-一 = -一 一 一 7 十 Me“ 7.7.12 
dy vU, dy "yu + Me Yu (7.7.12) 
duoc —Iw-4 Ne yu (7.7.13) 
dy 一 . . 


sw = w(0) — Tw(s)+ Nuü(s + 1) 


1 
Nü(s +1) = | — 
s+r us +1) Es 
1 1 1 1 
N 一 - + ——N———N-——L— ae 
s+ stir str strii srriat ) wo 
(7.7.15) 
-1 
s+r= | ) (7.7.16) 
^Y $ 
1 1 s 1 
LL lll. 7.7.17 
s+r ac | ( ) 


1 1 s 一 | S 1 
1 ) 一 一 一 = 一 一 —1 1.1.18 
er DET za s ) 5 , 


注意 到 


1 1 0 0 
N—— = M— (7.7.19) 
s+1+rT (s+1)}?+y\ s+1 1 


(1 2) 
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1 1 1 1 0 0 
N —————N————— = M?^—————— c 7.17.20 
s+1+[ s+2+7 cce wes us .] ) 
式 中 矩阵 7 中 的 y, y 互 换 便 得 到 3 E, 又 注意 到 M? = R, 故 有 
1 1 N 0 0 
NN 22. 9 人 _ (7.7.21) 
s+1+r s+2+r (s+1} +7 (s+2)2+y\ s+2 1 
又 引进 记号 l 
do = Do dn = DoD1 Don 
dı = DoDi + dosi = DoDiDa Don+l (7.7.22) 
dı = DoDı ++- dən41 = DoD D2- Don+l 
D = ——, D. —l 
(s+n) +y (s 4- n)? +7 
注意 到 
1 0 0 1 
—y 8 s+n 1 San S 
于 是 有 


s 1 s+2 1 s+4 1 
TECG SIM Jr GA Je 
- s+1 1 ~ s+3 1 
rv (a (L5 JG Jr] 
(7.7.24) 


注意 到 Md, = dı M, Mds = dsM -, 将 (7.7.24) 式 中 的 Mdos ui 换 成 dos 4 再 
对 (7.7.24) SXGKXE AER, 便 得 uly), v(y). SESSEL FERE H: 


/1 一 >》 dzn(s 十 2n), lə = — X ,dant1(s + (2n + 1)) 


n=0 n-0 


= = (7.7.25) 
la = 5 don, la = — X dosi 
7 一 0 n=0 
W ,…,44 的 逆 变 换 分 别 为 L1,:…, La, Li 可 表示 为 
Li 
I; 
Li = (7.7.26) 
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L( = 1,…,4) 的 详细 计算 在 附录 A 中 给 出 . 根据 (7.7.24) 和 (7.7.26) 式 可 得 出 


ue - - dll dm di di 
Ue, Ug, Ue; Ug 的 解 ， 通过 h ~N I1, Ii ^M I3, 1 N A — id 一 及 其 边 值 
kh Yar ty ty 
ue(0), ug(0), ve(0), v, (0) 来 表示 , 其 中 n, - , I4, dy d 一 y 的 qi yo 互 换 , 便 得 
- - dh di n 
L... I ... 
l; ? 4; dy ' ) dy XX RE 
L k kR L 

Ue h A jh ih uc (0) 

“us |_| dh db dh dl ug(0) (7.7.27) 

ve dy dy dy dy ve (0) 

Ug di, dh dh dh v; (0) 


dy dy dy dy 
7.7.2 ”二 能 级 原子 波 函 数 的 边 值 条 件 及 反射 率 计 算 
由 于 自发 辐射 , 激发 态 原 子 在 离 靶 面 很 远 的 Ym 处 几乎 全 部 向 基态 原子 跃迁 


故 有 
Ue(Yym) ~ 0, Ve(Um) TO0 


Um 2» 1, — x ko V/n? sin? 8 — 1 
其 中 1 为 规 一 化 的 衰 波 厚度 ， 条 件 v ym 交工 表明 衰 波 已 完全 不 起 作用 了 , 第 二 个 条 
件 中 的 ES x kovn? sin? 0 — 1 项 表示 激发 态 原子 在 自发 辐射 时 间 五 内 飞行 的 距离 
而 Ym TATIER, 即 激 发 态 原子 在 到 达 ym 处 前 已 经 跃迁 到 基态 . 典型 的 数据 
为 : ko = cis -一 ,激光 在 玻璃 介质 内 的 全 反射 角 0 = 45^, sin = 1/V3, n — 1.5, A 
子 的 自发 辐射 寿命 元 = 1078 S, pey/m = 0.5 m/s, 于 是 有 Pey x koVn2sin20—1 


1.73, WE ym = 7, 则 条 件 (8.7.28) 是 满足 的 . 应 用 (7.7.27) 式 可 将 (7.7.28) 式 的 第 
一 式 表示 为 


(7.7.28) 


Ue (Um) = Im ueo + I2mugo + [3mveo + 714mVg0 一 (0 
Ve (Ym) 一 Ii mueo + Izm ugo + Izm Veo + 74mVg0 —0 
(7.7.29) AP FIR m” RIRE y = ym 处 取 值 . 右上 标 “/” 表 示 对 y 求 导 . 由 (7.7.27) 
式 消 去 Ueo, Veo 便 得 
l4 h I3 IL h I3 


(7.7.29) 


u "i "i "i W (Iim, Iam) + dm dm m W (Iim, I5) 
Iim lim da Im lim Ism 


= Ue1Ugo + Ue2Ug0 


(7.7.30) 
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b 

(7.7.30) RP W(a,b) =] "^ y | 为 b 的 Wranski 同样 
a 

b h ih h h hh 

Vo0 Ugo 
ug=| Pr Im Jam |5 +] Im hm dam | 一 -一作 一 

Dn In Im I2m Im Im 

= Ug1 Ugo 十 Ug2Vg0 
(7.7.31) 


另 一 方面 , 我 们 假定 那些 已 经 透 过 衰 波 的 原子 全 部 被 吸附 在 靶 面 上 , CES RRE Je 
弹 回来 的 . GOLES ACE CE SEXILRG IRI, 即 y 很 小 时 , 基态 原子 波 函 数 具有 行 波 结构 
ug(y) = ugoe” = [cos(/2y) + isin(VYay)]ugo (7.7.32) 
将 (7.7.32) 式 与 附录 7B 中 的 方程 (7B.4) 给 出 的 当 y 很 小 时 ws 的 表示 式 相 比较 ， 
可 得 | 
Ugo = i /y2us0 (7.7.33) 
将 (7.7.33) 式 代 入 (7.7.31) 式 给 出 


ugly) = (ugi(y) + i/Y2Ug2)Ugo = Ugo pge'?s 


/ v 12Ug2 
pg — Ui 十 T2132， 0, — arctan 二 -一 和 
Ugl 


g 
JüzEW A BSISIE SEmBIUCH yn 1 处 WAR uy) 可 表示 为 入 射 波 
[Aliv nit? 与 反射 波 |B|e v BERT. 于 是 
ug(y) = [Aje vv t9) + | Bleiv Tyt?) = papeles = ugopge ee 
paB = y |A|? + |B|? 4- 2/AB| cos2( mzy + p) = lugolpg 
这 式 子 给 出 : 当 VY2Yy 十 P — nx 时 ， PABmax — |A| + |B| = [ugo] Pmax; 当 VY2Y += 
(n + 1/2)x 时 ， PABmin 一 |A| 一 |B| = [ugo|Pmin- 故 反 射 率 R 可 写 为 


B max min max f/min 
p |B| _ PABmax — PABmin _ Pmax — Pmin (7.7.36) 


(7.7.34) 


(7.7.35) 


i |A| — PABmax t PABmin Pmax + Pmin 
由 po Ej y 的 曲线 谈 出 pmax, Pmin, 代入 (7.7.36) 5X, 便 能 算出 反射 率 R. 
7.7.3 ”数值 计算 与 讨论 
参见 (7.7.10) 式 , 我 们 取 定 数值 计算 中 的 规 一 化 参量 为 


| 1.96, 12.6 fü AB 
150277 i26. 1.96 正 失 谐 (7.7.37) 
Um =7, f= 25.0 
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计算 o, BG y 变化 的 曲线 如 图 7.21(a), (b) 所 示 . 由 图 7.21(a), (b) 读 出 pmax, Pmin, 
代入 方程 (7.7.36) 得 R = Tm 一 0.991 GE RH), R= a 一 

0.695 (f i). 5T T HP EB y2 = 1.96, 12.6 比 规 一 化 的 Rabi 频率 
N = 25 小 很 多 , 故 不 论 是 正 失 谐 还 是 负 失 谐 , 反射 率 RR 均 是 很 高 的 . 现在 改变 Rabi 
频率 8, 计算 正 失 谐 、 负 失 谐 情况 下 , KIRA R ME N 变化 , 这 时 s, y 保持 图 7.21 
中 的 数值 . 计算 结果 在 图 7.22 中 给 出 . 图 中 的 曲线 有 三 点 值得 讨论 : 第 一 , 当 0 很 
小 时 , 作用 于 原子 上 的 力 趋 于 0, 像 预期 的 那样 , 这 时 的 反射 率 不 论 是 正 失 谐 还 是 
负 失 谐 情形 均 趋 近 与 0; 第 二 , 一 般 来 讲 , 正 失 谐 情形 反射 率 要 比 负 失 谐 情形 高 得 多 . 
第 三 , 负 失 谐 情形 的 R 曲线 表现 出 振荡 , 其 极 大 值 发 生 在 N = 12.5,25,37.5,50,..- 


p, p 
300.0 6.6 
5.0 
200.0 40 
soj 
100.0 20] | 
1.0 
Mr 20 40 $60 80" 000 20 40 60 80” 
(a) 正 失 谐 情形 p, 随 y 的 变化 (b) 负 失 谐 情 形 p, 随 y 的 变化 
图 7.21 
取 自 文献 [26] 
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图 7.22 
曲线 A: 正 失 谐 情形 反射 率 R BÉ Rabi 频率 N2 的 变化 ; 
曲线 B: 负 失 谐 情形 反射 率 R BE Rabi 频率 2 的 变化 


取 自 文献 [26] 
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7.8 中 性 原子 的 玻 色 -- 爱 因 斯 坦 凝 育 


随 着 激光 冷却 和 约束 原子 的 技术 向 前 推进 , 再 加 上 燕 发 冷却 与 磁 阱 约束 , 终于 
实现 了 中 性 原子 氨 的 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 (Bose-Einstein condensation, BEC ). MIT 
的 Kleppner 小 组 最 早 研 究 氢 原 子 的 BEC. 在 1991 年 就 已 获得 100 uK 的 低温 和 
8x1013cm-3 原子 密度 (271. 该 密度 所 对 应 的 临界 温度 为 30 uK , 应 该 说 离 实现 BEC 
条 件 不 远 了 , 可 是 由 于 一 对 自 旋 反 平 行 的 所 原子 在 第 三 个 所 原子 的 碰撞 下 会 复合 成 
AT HT +H | 一 Hz + 4.6eV. 复合 速率 正比 于 密度 的 三 次 方 , 从 而 限制 了 密度 
的 增加 ; 发 热 则 妨碍 进一步 降温 , 这 些 均 在 很 大 程度 上 推迟 了 氧 原 子 BEC. 的 实现 . 
而 在 1995 年 Anderson $O AKMA AAR TKI BECL28 , 稍 后 有 MIT 的 Ketterle 
研究 观察 到 钠 原 子 的 BECP9I, 还 有 Rice 大 学 的 Hulet 等 也 看 到 锂 原子 的 BEC 迹 
象 B0 . Anderson 等 用 激光 冷却 与 约束 碱 金属 蒸气 原子 , 又 结合 燕 发 冷却 和 磁 阱 约 
R, 并 在 实验 中 解决 了 关键 的 堵 住 磁 阱 “漏洞 ”问题 , 当 温 度 降 到 170nK , 约束 磁场 
中 心 的 锦 原 子 速度 从 高 斯 分 布 变 为 非 高 斯 分 布 的 尖峰 . 堵 漏 的 办 法 是 用 一 射频 交 
变 场 使 约束 磁场 像 陀螺 样 旋转 , 以 致 中 央 部 分 磁场 求 平均 后 不 为 零 . 凝聚 体 原 子 密 
度 达 2.5 x 1012 cm-3 , 持续 时 间 约 15s. MIT Ketterle 等 是 用 一 种 新 的 约束 场 构 形 ， 
用 另 一 束 激光 形成 光学 “ 塞 子 ”, 使 钠 原 子 密度 达到 10!4 em? , 温度 达 2kK , 观察 
到 BEC. Rice 大 学 小 组 在 温度 400nK , 离子 密度 2 x 1012cm-? 原子 总 数 2 x 105， 
看 到 BEC 迹象 , 用 恒定 的 偏转 磁场 “ 堵 漏 ”. 

在 经 过 儿 年 的 努力 后 MIT 的 Kleppner 小 组 在 1998 年 终于 实现 了 氧 原子 的 
BECEH . 技术 仍 是 激光 冷却 与 约束 , 并 结合 蒸发 冷却 、 磁 阱 等 技术 . 达到 的 所 原子 
密度 为 1015 cm-3 , 温度 为 50K ,处 于 凝聚 态 的 原子 为 105, 约 10 倍 于 钠 原 子 凝 
聚 体 的 原子 数 . 氧 原子 以 其 很 弱 的 相互 作用 , 是 最 早 选 作 进行 BEC 实验 的 原子 , 但 
真正 实现 BEC 要 比 碱 金属 原子 晚 了 几 年 . 在 最 终 实 现 氧 原子 的 BEC 实验 中 , 所 
用 的 探测 方法 也 与 以 前 的 办 法 “将 原子 从 凝聚 体 中 引出 来 , 并 测 其 速度 分 布 9918 
一 样 , 而 是 用 的 双 光 子 谱 探测 . 即 氢 原 子 同时 吸收 两 个 光子 , 由 1S 态 跃 迁 到 28 ds, 
实验 中 加 电场 时 2S 态 与 靠 得 很 近 的 寿命 很 短 的 2D 态 混合 , 原子 由 2P SRRY 
辐射 出 Lyman a 线 , 通过 对 光子 的 计数 检测 出 经 由 双 光 子 吸 收 跃迁 到 2S 态 气 
原子 数 . 图 7.23 为 计数 率 对 激光 失 谐 的 双 光 子 谱 . 按 实验 的 安排 气 原 子 吸收 双 光 
子 可 分 为 两 种 情形 . 

(1) 吸收 两 个 反 向 运动 的 光子 , 原子 获得 的 净 动 量 为 零 , 没有 光子 的 反弹 移 位 
或 Doppler 加 宽 , 如 图 中 那个 靠近 原点 “0” 的 尖峰 . 

(2) 吸收 同 向 运动 的 两 个 光子 , 双 光子 的 动量 及 反弹 能 均 被 原子 所 接收 , 使 原 
子 产生 约 6.7MHz 的 移 位 并 有 Doppler WARR. 在 图 中 原点 “0” 的 右边 , 这 加 宽 
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体现 了 未 凝聚 原子 气体 的 温度 . 图 中 的 原点 “0” 是 双 光 子 激光 频率 2w, 等 于 18-28 
跃迁 频率 处 (对 应 的 跃迁 波长 为 243nm ). 对 于 第 (1) 种 情形 , 原子 吸收 了 两 个 反 向 
运动 的 光子 , 没有 反弹 能 引起 的 移 位 及 Doppler 加 宽 , 计数 峰值 应 严格 与 原点 “0” 
重合 , 但 实际 上 还 是 向 左 移 位 了 18kHz, 这 是 由 邻近 的 高 密度 原子 ( 达 1015 cm-? 
密度 ) 引起 的 氧 原子 能 级 移 位 , 移 位 正比 于 原子 密度 . 我 们 还 注意 到 在 零点 左面 约 
100 ~ 500kHz 处 的 计数 峰值 , 也 是 高 密度 原子 引起 的 能 级 移 位 , 对 应 的 原子 密度 约 
为 气体 原子 密度 的 20 多 倍 , 而 这 就 是 高 密度 原子 凝聚 体 的 明证 . 我 们 还 注意 到 在 
ARKI Doppler 加 宽 谱 峰值 附近 也 发 现 高 密度 原子 凝聚 体 . 当然 重要 的 是 原点 左面 
的 约 400 ~ 500kHz 处 的 峰 , 真正 代表 了 无 Doppler 移 位 的 双 光 子 吸收 谱 , 这 是 一 个 
线 宽 接 近 于 自然 线 宽 的 超 冷 原子 源 . 


| 500 次 As 


计数 次 数 /s 


激光 失 谐 /MHz 


图 7.23 JRT Bose-Einstein 凝聚 的 双 光 子 吸收 谱 
参见 文献 [32] 


附录 7A h, b, b, L 的 计算 
首先 我 们 给 出 1a 的 反 演 La: 


la = do + X don (7A.1) 
n-—l 
这 里 1 
s2 十 y? Ü 
l 1 
2 2 
do = Do = 5 + và 1 (7A.2) 
s? 十 v? 
1 
0 


OBS TROUPE CPC TIR LM Jis EM MEME INL u 


附录 7A li, Io, ; I3, I4 的 计算 ° 261 “ 


Vi = ST, v2 = Va, da, = DoDi D2n 是 一 个 4x4 对 角 和 矩阵 . 为 了 方便 起 见 , 我 
们 这 里 仅 给 出 对 角 和 矩阵 中 第 一 个 对 角 和 矩阵 元 的 反 演 , 并 且 采 用 相同 的 记号 来 表示 . 
例如 , do 的 第 一 个 对 角 和 矩阵 元 的 反 演 可 表示 为 


1 1 sin Ly 
d 一 ——— Z ———————————————————— — —————— T À.3 
07 822 (s+iv)(s— iv) Vi (A3) 


比较 复杂 的 don 的 有 反 演 可 按 以 下 步骤 进行 : 
dən = DoD1D2::: Dos = (DoD2::: Dan)(DiDas… Don-1) (7A.4) 


其 中 , 因子 Do Di :… Das, 有 如 下 的 反 演 : 


1 
(s 4- ir4)(s 4-2 cia) -- (s - 2n iv) 
x 1 
(s — ini) (s + 2 — in): (s + 2n — in) 


Q^ P aon ew 1- ed)" 
^am e jy Tin(y-y) LLL y o dy 
0 


DoDs --: Da, = N” 


(nf)? 2 2 
(7A.5) 
同 理 Di- Das ci 的 反 演 为 
Dı Ds … Doni 
-gp - 
(s 4- l-riva)--- (5 十 (27 一 1) 十 izz) 
1 (7A.6) 


X ls +1 iva)---(8-- (2n — 1) — iva) 

9” É -y-ivay 4iva(y-y) [ 1— ev 1-e wv) í dy 

”mh | 
因此 1s 的 反 演 对 角 和 矩阵 的 第 一 个 矩阵 元 Is = (Ls)11 为 


; y y1/2 (y—y1)/2 ; 
Ia 一 (L3)11 一 sn Ag «f d | du f duz4e7 7Y ) cos(214) cos(2voua) 
Vi 0 0 


0 

oo P2m ]—e-291t/2) ]—e- 27/2) n 
X UL ug X 一 一 一 一 

2 (nl)*|(n — 1)!” | 2 2 | 


X 


] —e-2lu(—91)/2 1 — e-2[7uz*(y-v1)/2] n—1 
————— 


(7A.7) 
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到 现在 为 止 , 我 们 已 经 求 得 L 的 表示 式 , n, D, DI 的 计算 可 按 上 述 过 程 进行 ， 
这 里 砚 直 接 给 出 它们 的 最 终 表示 式 . 


y 
Ih 一 (Li)u 一 cos(14 y) «f dyi 
0 


31/2 (y—91)/2 
X n tu f dus4e7 (9-9) cos(271u1) cos(2v2u;) 
0 0 


1 1] 一 e-2(1491/2) ]— e 2(7wt9/2) 
“2 二 一 一 一 à -) 


X 


一 Q?n*1 (: — ẹ72(u1+y1/2) 1 — e-2(-vty/2) ) 
2 BEEN 


X 


(: _ e-2(u(y—)/2) q e- 27 u2-(y—91)/2) ) n-1 
000 9 793 


(7A.8) 


y y1/2 (y—-31)/2 
I4 = (La4)ui = -[ dy | du f dus4e- (9-9) cos(2v1u1) cos(2v2u;) 
0 0 0 


© Q2n41 6 ee-2Wwity/2) 1. — 


x 》 一 一 一 x 
n4 
£— (n!) 


2 2 
( — e-2(uzt(y-591)/2 1 — g-2(7uzt(9y-91)/2) ) n 


x (7A.9) 


2 2 


f) (sin(v4y) — (14 + vo) cos(v H 
h = Ga) = cgo [e et aloe Una) 1y) — UA + va) cos(riy) e V 


21 1 + (v1 十 E E 


— sin(vay) — (vı + v3) cos(vzy) 
1 十 (v 十 LU)? 


sini y) — (vi — v2) cos(vıy) - ume) Pe eoa ) 
1 + (v1 一 v2)? 1+ (v1 一 V»)? 


y y1/2 (y—y1)/2 
-/ tu f du f dua4e (V9!) cos(2v1u1) cos(2vzu2) 
0 0 0 


]/l—e ?Ww2t(w—w)/] q1 — ẹe~2l-u2+(y—y1)/2] 
* 3 c——— + MÀ —) 


X 


oo Q?»*1 ] 一 e7 2(uı+y1/2) ] 一 e 27/2) n 
)! ( 2 2 ) 


(7A.10) 


X 


€ — 0-2lwat(y—y)/2] q e-2[-uz--(y—91)/2] y 
mum — 
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附录 7B 24 y 很 小 时 ugly) 的 极限 解 


SETER, y 很 小 , 根据 (7A.6)~ (7A.9) I, (7.7.28) 式 中 的 和 矩阵 
元 L,- DA 有 极限 


N=cosvy+O(y) % cos ny (TB.1) 

L= sin 14 y tO?) « sin 14 y (7B.2) 
L1 Vi 

I2 一 l4 一 O(^) x0 (7B.3) 


根据 (7.7.31), 我 们 得 到 y 很 小 时 we(y) 的 极限 解 : 


sin( vV 
ug(y) = cos(vay)ugo + Simtxay)，。 (TB.4) 
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第 8 章光 学 参量 下 转换 的 动力 学 及 其 应 用 


光学 参量 振荡 与 放大 是 产生 压缩 态 光 较 常 用 的 也 是 在 实验 上 最 先 实现 的 方 
法 ~ 在 第 5 章 已 对 简 并 参量 放大 有 些 讨论 . 由 于 频率 简 并 偏振 非 简 并 的 参 
量 光 在 演示 EPR $2, 验证 Bell 不 等 式 及 量子 信息 方面 的 广泛 应 用 25~423， 较 
多 的 受 人 关注 .近年 来 对 非 简 并 光学 参量 的 研究 , 包括 理论 与 实验 正在 逐渐 地 增 
dp 6-66] 本 章 将 较 深入 地 研究 涉及 光学 参量 放大 亦 即 光学 参量 下 转换 问题 . 这 些 
问题 有 非 简 并 参量 放大 , 参量 放大 的 相位 补 赏 , 非 线 性 参量 放大 , 含 时 的 光学 参量 
放大 等 . 最 后 讨论 在 EPR 伴 廖 演 示 方 面 的 应 用 . 

对 简 并 参量 放大 (DOPA) 获得 压缩 态 光 的 理论 研究 , 最 先 由 文献 [7] 给 出 腔 内 
压缩 态 光 在 闪 值 附近 处 于 最 大 压缩 时 的 量子 起 伏 为 1/8, 恰 为 真空 起 伏 1/4 的 本 
fü. 后 来 通过 求解 DOPA 与 简 并 四 波 混 频 的 Fokker-Planck 方程 也 得 到 上 述 结 
这 些 研究 均 是 对 DOPA 情形 进行 的 . 如 果 是 非 简 并 参量 放大 (NOPA), £i 结果 又 会 是 
怎样 的 呢 ? 故 非 简 并 参量 放大 问题 的 求解 是 我 们 首先 要 解决 的 问题 . 在 这 之 前 , 还 
要 简 述 简 并 与 非 简 并 参量 放大 的 产生 方案 . 


8.1 由 非 简 并 光学 参量 放大 获得 的 压缩 态 


8.1.1. 产生 简 并 与 非 简 并 参量 下 转换 的 参量 振荡 器 


参量 振荡 器 的 最 大 特点 是 其 输出 频率 可 以 在 一 定 范围 内 连续 改变 , 不 同 的 非 线 
性 介质 和 不 同 的 泵 浦 源 , 可 以 得 到 不 同 的 调谐 范围 . 当 泵 浦 光 频率 wo 固定 时 , 参量 
振荡 器 的 振荡 频率 应 同时 满足 频率 和 相位 匹配 条 件 wo = wi +w, ko = ki + k 其 
中 woww 和 ko, ki, ja 分 别 表 示 泵 浦 光 、 信号 光 和 闲置 光 的 频率 和 波 矢 , 若 三 波 


波 矢 共 线 代入 k= 一 , 则 有 如 下 关系 式 [071; 
wono (wo, 0) = win$(w1) 十 wa2723(w2) 


右上 标 “e”,“o” 分 别 表示 非常 光 和 寻常 光 , 上 式 只 有 在 各 向 异性 的 晶体 中 才 成 立 . 
对 于 处 于 正常 色散 区 域 的 负 单 轴 晶 体 no(wo, 0) 必须 是 非常 折射 率 ， 而 ni(wi) 和 

n2(w2) 可 以 都 是 寻常 折射 率 (I 类 相位 匹配 ) 也 可 以 一 个 是 寻常 折射 率 而 另 一 个 是 
非常 折射 率 (II 类 相位 匹配 ). 一 般 通过 外 部 参数 改变 , 就 可 以 使 振荡 器 的 输出 频率 
调谐 . 调谐 一 般 分 为 角度 调谐 与 温度 调谐 . 早期 实验 多 用 LiNbO; 非 线 性 晶体 的 角 
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度 或 温度 调谐 实现 I 型 参量 下 转换 . 这 过 程 可 表示 为 e 一 o + o 也 就 是 产生 的 双 
光子 偏振 相同 且 都 垂直 于 抽 运 光 偏 振 方 向 . 为 了 获得 高 强度 的 纠缠 偏振 态 , 近年 来 
Kuwait 报道 了 采用 BBO 晶体 实现 I WA II 型 光学 参量 下 转换 4591 这 方法 的 
优点 是 可 以 方便 地 产生 最 大 纠缠 态 , 只 要 改变 泵 浦 光 的 偏振 态 即 可 , 因而 对 于 如 何 
操控 量子 纠缠 态 具 有 重要 意义 . 

(1) 用 两 个 I 型 参量 下 转换 过 程 制备 偏振 纠缠 的 双 光 子 , 如 图 8.1 所 示 . 


H- 偏 振 
、 r | | 


图 8.1 I 型 参量 下 转换 示意 图 
参见 文献 [44], [45] 


其 中 H 表示 水 平 偏振 , V 表示 垂直 偏振 , 采用 两 块 按 工 型 匹配 切割 的 晶体 , 泵 浦 光 
传播 方向 与 第 一 块 晶体 的 晶 轴 构 成 垂直 面 , 与 第 二 块 晶 体 的 晶 轴 构成 水 平面 . 入 射 
一 束 垂 直 偏振 的 泵 浦 光 , 下 转换 只 发 生 在 第 一 块 晶体 中 (此 时 泵 浦 光 是 非常 光 ), 产 
生 一 个 水 平 偏 振 的 光 锥 . 类 似 的 , 入 射 一 束 水 平 偏振 的 泵 浦 光 , 下 转换 只 发 生 在 第 
二 块 唱 体 中 (此 时 泵 浦 光 是 非常 光 ), 产生 一 个 垂直 偏振 的 光 锥 . 车 入 射 一 束 45? 偏 
振 的 泵 浦 光 , 则 下 转换 同时 发 生 在 两 块 晶体 中 , 产生 水 平 偏 振 和 垂直 偏振 的 两 个 光 
HE, How Abg up Xx HH-aVVexp(i$), 这 里 HH, VV 是 指 两 个 光 锥 已 完全 
重 又 , 分 不 清 到 底 是 由 哪 块 晶体 产生 的 , HH 相对 于 VV 相 移 9 可 通过 晶体 厚度 与 
相位 匹配 来 实现 . 

(2) 用 一 个 了 型 参量 下 转换 制备 双 光 子 纠缠 态 , 只 需要 一 块 晶体 就 可 以 产生 , 如 
图 8.2 所 示 . 


V- 偶 振 
(from#2) 


La 
(MCI 
o 


寻常 光 


图 8.2 II 型 参量 下 转换 示意 图 
参见 文献 [44]，[45] 


设 入 射 面 (包括 晶 轴 与 入 射 光线 ) 为 垂直 面 , 即 入射 光 是 沿 垂 直方 丫 侦 振 的 .出 射 


8.1 由 非 简 并 光学 参量 放大 获得 的 压缩 态 - 267 . 


的 两 个 下 转换 是 沿 不 同方 向 传输 的 光 锥 , 其 中 一 个 是 水 平 偏振 (o 26), 另 一 个 是 垂 
直 偏 振 (e 光 ). 两 个 光 锥 在 重合 区 处 的 纠缠 态 可 表示 为 


Iv) — (H1, V2) + exp(ia)|Vi, H3))/ v2 


其 中 下 标 L2 HPIJCAE USD, 相位 a 由 晶体 的 双 折 射 引起 . 
8.1.2 ” 非 简 并 参量 下 转换 系统 满足 的 Fokker-Planck 方程 


我 们 考虑 一 个 频率 简 并 而 偏振 非 简 并 的 NOPA RAULS, 与 DOPA 系统 不 
一 样 , 一 个 NOPA 系统 总 的 哈密 顿 可 写 为 


H = H+ViW 


式 中 ， 
Ho = hwala; 十 hwalas 十 hwalao 


+A(E exp[-iurt]a], — E* exp[iwrt]ao) + >》 ħwj B} ;Bji 
j,1—1,2 
V = DD kj (Bjal + Bj2a}) 十 DD k* (B! a + Bl,a2) 
7 7 


ii 
W = 5 eala} — 2€*a1a3) (8.1.1) 


a! (a1),al(a2) 分 别 表 示 信 和 号 光 和 闲置 光 的 产生 和 淹没 算 子 .由 于 频率 简 并 , 故 有 
hu, = fus = uw， 但 信号 光 与 亲 置 光 的 偏振 是 非 简 并 的 (例如 分 别 为 左 , 右 旋 圆 
偏振 光 , 或 zx, y D ARRIR). Ho 式 右 端的 前 两 项 分 别 表示 信号 光 与 闲 置 光 
的 哈密 顿 量 , 第 三 项 为 热 库 的 哈密 顿 量 ,B1, B; 为 热 库 的 产生 与 泽 没 算 子 . V 为 信 
号 光 , 闲置 光 与 热 库 相互 作用 哈密 顿 量 ， W 则 表示 非 简 并 参量 放大 ， 由 一 个 泵 浦 
F (包含 在 增益 因子 e 中 ) 的 源 没 而 导致 的 一 NHEROTIIRUN S2, 闲置 光子 
al,al 的 产生 . 在 简 并 参量 情形 下 ,aoj ,al 属 同一 偏振 模式 , BI al = aj = at, WA 
aa) — ala, = aa! — ala = 1 , 是 不 可 对 易 的 . 这 时 (8.1.1) 式 的 V 与 W 分 别 成 为 
(5.6.20) RPE V 与 W. 而 在 非 简 并 参量 情形 下 a! (a1) 与 oj(a2) 属 不 同 的 偏振 
EUN, UH aiai — ala; 二 0. 是 可 对 易 的 . 假设 


可 得 
Q1 Q2 Q1 Q2 
bi = — + —, bə 二 一 一 一 一 一 8.1.2 
SAT PA V8 (8-1.2) 
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id th = (32) al + al aj +a} (825)-i 
pod V2 V2 V2 V2 


同样 可 证 ， 


bb, — bib; = 1, bb — tibi — 0 


v-h (t Ajib] +Y KAT ES (is Aat + kž Alabo b) =V; + Va (8.1.3) 


t t t t 
4 .BntBo p Bii + Bj; An — Bj — Bj 4t Bj — Bj, 
将 (8.1.2) 式 代 入 (8.1.1) 式 , 则 W 可 写 为 
W 一 3 (eb1 — € bi) — 5 (Eb2 — € b3) = WA 十 Wo (8.1.4) 


比较 (8.1.1) 与 (8.1.3), (8.1.4) 5X, 我 们 发 现 : 一 个 NOPA (e, k) 系统 可 以 看 成 是 由 
两 个 DOPA 系统 1(e, k) 与 2(—e, k) 所 组 成 的 . 这 里 (e, k) 分 别 表示 NOPA 系统 的 
增益 与 损耗 . 这 样 我 们 就 可 用 求解 DOPA 系统 所 用 的 方法 求解 系统 1 与 2, 最 后 得 
到 NOPA 系统 的 解 . 一 个 NOPA 系统 的 密度 矩阵 可 通过 两 个 DOPA 系统 1, 2 的 
密度 矩阵 pi1, po 的 乘积 来 表示 . 相应 的 在 相干 态 P 表示 中 , 准 概 率 p 可 通过 准 概 
率 p1,p2 的 乘积 来 表示 . 而 pt pa 可 按 DOPA 系统 写 出 它 的 Fokker-Planck 方程 . 
即 P = p1pa © p = pipa. 参照 (5.6.24) X, f 


Om _ 9. 十 一 -一 9 — JC a 0 
Ot | Vai e Oo oi jm Dan ! go pı 


1/ 8 8? | 8? 
ACE enn emn n XE 


= 2 oj 2]P2 £O Jaz 2 ða p2 
1 „2 OO” 0 
u l. 


(8.1.5), (8.1.6) 式 驶 是 将 一 个 NOPA 系统 表示 为 两 个 DOPA 系统 1 5 2 时 的 
Fokker-Planck 方程 . 其 中 e 可取 为 实数 , 元 为 热 库 的 平均 光子 数 . 
8.1.3 ” 简 并 参量 下 转换 系统 的 Fokker-Planck 方程 的 求解 

(8.1.5) 和 (8.1.6) 两 方程 的 求解 相当 于 解 如 下 的 DOPA 的 Fokker-Planck Jj 


af 0, va es 
Ot — oa ðar l p ca oa E 99a* p 
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2 2 
用 实 变量 6,6 "m o, a* Mel Ene 
| q-ra* z Q-a“ 
B= go 5a (8.1.8) 
我 们 有 ; ; ; , 
p 4 € — 
ar^ | - gi (re)gg t (5 kn) as 
Ee NV)? 
— (5 — en) "dn (8.1.9) 
设 形式 解 为 p = p(B)5(B), (8.19) 式 变 为 
Op(B) 
Er ue la - Jas * (5 en) as |?(®) 
20) = L 十 3; 一 (5 一 en) Iro (8.1.10) 


(8.1.10) 式 为 Ornstein-Uhlenbeck 方程 8], 参照 5.10.3 45, 可 得 (8.1.10) 式 解 为 


c(B — Bo exp|- (k — &)t]) 
exp MEL: d8 
(1 — exp[—2(k — &)t]) | c k—e 
P(5)df Xe «(8 — Bo xp Ck — Dam "ERES M 
(1 — exp|-2(k — &)t]) 


) 
E(B — Bo exp[— (k + &)t] » 


exp | Ae ED ag 

LANG (1 — exp[-2(k + &)t] _ k+e 

d Q —exp|-2(k +e)t]) ! — C = .l. 

MEN Eha kiN MEL (31.12) 
— exp|—2(k + &)t]) 


EREU TF, k-e > 0, 热 噪音 很 低 , e —2kn > 0 的 情况 下 , c č > 0.(8.1.11) 式 的 分 
子 当 8 oo 是 收敛 的 . 分 母 为 归 一 化 因子 . 但 (8.1.12) 式 的 分 子 当 8 一 co 时 是 
发 散 的 . 分 母 为 归 一 化 因子 也 是 发 散 的 . 故 称 之 为 形式 解 . 但 并 不 防 碍 求 统 计 平 均 ， 
参见 (5.10.30) 式 对 DOPA 系统 所 用 的 方法 . 我 们 得 出 统计 平均 值 如 下 : 


(8 — Po expL-( — £)t])?) = 5-1 — exp[- 2 — e)t]) 
(B — Bs expl- e 8]? = 50 — exp[-2( + 9) (8.1.13) 
我 们 将 (8.1.13) 式 中 的 参数 用 (e, k) 表示 , 便 得 DOPA 系统 1 的 解 : 


(P — Aro exp[- ( — )8)*) = z-— (1 — exp[- 2 — 9) 
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(Bs = Bho exp[—(k+ )]*) = -751 — exp[-20 + e)t)) 
k—e ki+e 


EE z 8.1.14 
2 ( ) 


用 参数 (e, k) 代 换 , 同样 求 得 DOPA 系统 2 的 解 ， 
(fa — Bao exp[- (k — 98D?) = (1 — exe[-26 - e) 


(Ba — Beo exp[—(k + )8)*) = — 5-1 — expL-20 +e)t]) 


k+e - - k—e 
C2 三 一 一 一 ——(, 6o 三 一 一 一 一 
ri l 2 —&g — 2kn 


— 28 = 一 Cl (8.1.15) 
这 里 我 们 需要 强调 一 点 , 由 (8.1.15) 式 表 示 出 能 量 为 ~e 的 系统 2 的 量子 起 伏 . 而 
(8.1.14) 则 是 能 量 为 s 的 系统 1 的 量子 起 伏 . 因此 求 包括 系统 1 与 系统 2 总 的 量子 
起 伏 时 , 应 将 系统 1 的 正 能 部 分 起 伏 ((/:)?) 与 系统 2 的 负 能 部 分 起 伏 ((AB)?) 
相 加 并 乘 以 权重 1/2, 同样 系统 1 的 负 能 部 分 起 伏 (( 人 61)?) 与 系统 2 的 正 能 部 分 
起 伏 (( 信 Bs)?) 相 加 并 乘 以 权重 1/2, 有 


(AB) = SB?) + (999) 
(AB) = ZONA?) +AA)? (8.1.16) 
8.1.4， 非 简 并 参量 下 转换 系统 的 量子 起 估计 算 


(8.1.16) 式 可 证 明 如 下 . 参照 (8.1.4) R, W 又 可 以 写 为 
in| ot t LUE Cibo? 


W-27 (8.1.17) 
令 - _ 
oa 一 也 2 不 +T 记 二 č B-k 
b = V2 ) D 一 V3 D B m 2 
在 相干 态 P 表象 中 , 得 出 
X01 — ibo „Bth 5 fh - f 
Ab- AUT MAT ajo (8.1.18) 


由 于 bi, b2 是 独立 的 , (8.1.18) 式 取 方 差 即 (8.1.16) 式 . 由 此 得 b 的 实 部 z = p. 虚 


V2 
B " 
my - 7 的 量子 起 伏 为 


(co 4+ 6 ) = pe (02-9 = e TIR) + (39) 


1 
4 

1 lj|je-2kn 
-i*i| 大 二 < (1 — exp| [-2(k — &)t] ] 
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(Aw) = 1 6 9 = 14 (ep - 
1 
n 


1 TI 


 SSBY) + (A2?) 


= i| Exc (1 — exp|-2(K + 2D) (8.1.19) 
我 们 就 (8.1.19) 式 进 行 讨论 . 25 n x 0 时 ， 


(bw) = 了- 让 


((Az)2, (Ay) 满足 测 不 准 关 系 . 4 k > e 时 ， 


(A) (G8) ~ is (1+ k— =) (1- =)= is S a? is (8.1.21) 


M ke 且 上 很 大 时 , 易 看 出 ((Az)2)》 ~ exp[2(e — k)t], (A(y)?) 仍 由 (8.1.20) 式 给 
出 , 故 测 不 准 关 系 是 满足 的 . 
8.1.5 IEP 表象 

将 (8.1.13) 式 的 第 二 式 写 成 如 下 形式 : 


E — 2kn 
k+e 


1 k 
4k+e 


(1 — exp|-2(k + 2 < (8.1.20) 


(8 — io exp[—(k + £)t])?) = = — exp[-2(k + &)t]) (8.1.22) 


这 就 是 正 P 表象 031 因为 在 正 P 表象 中 , 认为 a, a* 是 独立 的 复 变 量 , 而 不 是 互 
AMRA, 这 样 6 = (a + o*)//2,18 = (a — ar*)/V2 也 是 独立 的 复 变 量 , iB EE 
轴 上 , 而 Ais 沿 实 轴 方 向 , 可 以 是 正 的 , 也 就 是 (8.1.22) 式 所 表示 的 . 这 时 (8.1.14) 
第 二 式 便 写 为 


(GB — iBho exp[- (E + 8) = z= (1 — exp[-20 € 90). à = Lu 


e — 2kn 
同样 (8.1.15) 式 的 第 二 式 也 可 写成 正 P 表象 形式 . 而 (8.1.14) 和 (8.1.15) 式 求 的 第 
一 式 在 正 P 表象 中 形式 不 变 . 


(8.1.23) 


8.2 ”相位 不 匹配 Fokker-Planck 方程 
在 QMP 中 的 应 用 


上 面 一 节 是 对 于 理想 情况 而 言 , 即 不 考虑 相位 失 谐 以 及 泵 浦 吃 空 的 影响 . 这 节 
我 们 研究 相位 失 谐 , 但 仍 不 考虑 泵 浦 吃 空 ， 系统 经 过 准 相位 匹配 装置 后 的 量子 起 
伏特 性 .由 于 非 线 性 晶体 在 进行 频率 下 转换 时 , 必须 满足 相位 逻 配 这 一 要 求 . 通 
第 采用 各 回 异 性 晶体 双 折 射 特性 实现 相位 匹配 (PM). 但 用 各 向 异性 晶体 双 折 射 特 
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性 实现 相位 匹配 有 许多 难以 克服 的 缺点 , 极 大 地 限制 了 能 量 转换 效率 . 早 在 1962 
*E, Armstrong 等 首次 提出 了 周期 结构 的 准 相 位 匹配 (QPM) 概念 (各, 后 来 又 有 
Fejer 等 的 进一步 研究 46792), 使 得 QPM 得 以 实现 . QPM 技术 主要 是 周期 地 改变 
介 电 系数 的 符号 , 亦 即 周期 改变 介 电 系数 的 极 性 , 以 便 能 获得 高 效率 非 线 性 频率 转 
换 . 利用 非 线 性 晶体 的 双 折 射 特性 进行 相位 补偿 的 有 效 传输 距离 通常 只 有 几 微 米 
”的 数量 级 (相干 长 度 le = x/Ak, 这 里 Ak 表示 波 矢 不 匹配 )(471, 所 以 不 可 能 获得 
很 大 的 参量 增益 . 而 准 相位 匹配 技术 (QPM), 使 经 历 每 半 个 相干 长 度 时 极 性 就 反 转 
— P, 这 种 周期 变化 补偿 了 每 半 个 相干 长 度 内 泵 浦 场 相 对 于 信号 场 积 累 的 相位 延 
JR. 天 于 QPM 的 理论 与 实验 研究 , 较 早 有 Bencheikh K4, Noirie L.483. 最 近 有 文 
献 [49] ~ [52] 的 工作 . 他 们 主要 是 通过 求解 不 计 损 耗 情况 下 ,相位 不 匹配 后 的 波 耦 
合 方程 得 到 的 . 但 损耗 的 存在 会 降低 压缩 态 光 的 压缩 度 是 不 可 忽略 的 . 参量 放大 对 
相位 不 匹配 以 及 损耗 都 很 敏感 . 故 本 节 在 上 节 的 基础 上 , 求 得 同时 考虑 相位 不 匹配 
和 损耗 情况 下 的 Fokker-Planck 方程 的 解 , 并 把 这 个 解 应 用 于 计算 系统 在 进行 了 准 
相位 匹配 后 的 量子 起 伏特 性 [5455,81], 
8.2.1 ”相位 不 匹配 情况 下 的 Fokker-Planck 方程 的 解 

本 节 首 先 求 得 已 表象 中 相位 失 谐 FP 方程 的 通 解 , 为 了 比较 , 我 们 又 求 得 
了 相位 失 谐 的 Wigner 方程 的 解 . 

(1) P 表象 

参见 文献 11], [12], [43] 以 及 上 一 节 (8.1.7) X, 我 们 同样 可 以 写 出 P 表象 中 相 
位 不 匹配 情况 下 的 准 概 率 所 满足 的 Fokker-Planck 方程 : 


Op ð ð, "M 0 
a =E (ert gare”) P- (rentia cerit o 
1 8? 8? 8? 
t5 (s expliAkz| 2 十 E exp|-iAkz| DL 十 2kn Ba Box? (8.2.1) 


式 中 Ak = kp — ki — ks 表示 由 色散 引起 的 波 矢 不 匹配 , Ak .x = Akr 表示 传播 
后 的 相位 不 匹配 . 当 不 考虑 相位 失 谐 , 则 (8.2.1) 式 与 上 一 节 的 (8.1.7) 式 一 致 . 当 
Akr = 0 时 , 增益 e expliA kz] 是 正 的 , 但 当 Akr 增 至 人 kzx = x 时, 增益 € expliAkz] 
就 变 成 负 的 了 . 增益 为 正 时 , 信号 光 与 闲置 光 均 能 得 到 放大 , 但 增益 为 负 时 , 便 要 减 
小 了 . 为 了 有 效 地 进行 放大 , 进行 相位 补偿 使 之 不 出 现 增益 为 负 的 情形 是 十 分 必要 
的 . 我 们 采用 与 上 节 (8.1.8) 式 相 同 的 变换 , 得 到 如 下 的 关系 式 : 


„ð 1, [3 .6 ð 9 ð 
eaa D (25 ia) au 303 (sei) 


9' 1(0 9 Z O0 1(0 OY 2o 
ða? 208 ə) 6806 Oo? 2\08 of)  oBoB 
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LEICA s22 
将 上 面 的 结果 代入 (8.2.1) AF, 便 得 
êr = (1 ~ ecos(Akz)] 57 J 2 1 + [k + £ cos(A^kz)] 5 B+ $ cos(Akz) + enl s 95 
- E cos(Aka) — in| Im — esin(Akz) (625 十 Ba) 
+ esin(Akz) zi) (8.2.3) 


ps w ð ð quy [k e 
假设 波 沿 x 轴 传 播 ED = e2, fi e= ef e «(5 k,e 为 单位 时 间 


的 损耗 与 增 率 . 而 k/c,e/c 为 单位 长 度 的 损耗 与 增益 . 为 简单 计 , 仍 将 k/c, sy/ec 记 为 
k,e 并 令 
k1=k—ecos(Akr), k2 = k + &cos(Akz) 


Dı = 5 Cos(Akz) +k, D= 2 - cos( Aka) — kn, G = &sin(Akz) (8.2.4) 
则 (8.2.3) 式 变 为 


OP _ Qo 0, 0 gð zð 9? ) 
Ar (uj 155^ * Fa jj^ D 13g 一 MET G8 9B ela e Gs n (8.2.5) 
对 准 概率 p 作 Fourier 变换 , 有 
$= | explisp + išĒ)p(B, Â, | Bo, o, 0)a 843 (8.2.6) 


应 用 分 部 积分 , 并 设 p 在 边界 处 为 零 , 对 (8.2.5) 式 左 右 两 边 同 时 作 Fourier 变换 ， 
则 有 
0 


J exis? 十 105pd0d5 = Am J exis? 十 i38) pda = = 539 


同样 可 以 得 到 如 下 的 关系 式 : 


J exis? 十 i5B)À pad = -s6 | ew is + i8) 2,554585 = = 一 550 


| plisp ish E oraa = -sf explisp + is) 和 5pdod5- 一 5 


" 
| explisp 十 8B) rasa = = 一 520， f otiso + 3) dj = —5°ġ (8.2.7) 
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于 是 (8.2.5) 式 变 为 s, 5 的 方程 : 
D nó (k s - Gs) 2.1 $ 4- (k 5 _ Gs) 2.1 $ = —Dis?-- D28? — Gs8 (8.2.8) 
Bz ! ðs” ED ? ^ 


我 们 假设 
Inġ = As? + A8? E iBs 4 iB8 + Es (8.2.9) 


代入 (8.2.8) 3X, 得 


ðA, 0A, .0B | OB, OE. _ ` 
EE ur tig tig 4 3,95 * (s Gs)(2As +iB + Es) 


+ (k28 — Gs)(2A8 + iB + Es) = — Dis? + D23? — Gss (8.2.10) 


等 式 两 边 系数 分 别 相等 , (8.2.10) 式 可 表示 为 两 个 一 阶 线性 变 系数 常 微分 方程 组 , 分 


别 为 


A 
dA = —2k1A + GE — DI 
dz 


d£ = —2ks4À +GE + Də, 4(0) = A(0) = E(0)-0 
dE _ 
dz — 


2G(A-- A) -2kE -G (8.2.11) 


B ~ d - 
= —kıB+ GŘ, — =-kB+ GB 


B(0) = o, B(0) = fo (8.2.12) 
用 数值 方法 求解 得 出 的 AA, E, B, B 均 为 x 的 函数 , 故 (8.2.9) 式 可 表示 为 
$ = gz s, 8; Bo, Po) (8.2.13) 


现 取 s,3— t,t; B,6 一 a,G 的 正 交 变换 (注意 : 这 里 的 tit 不 是 时 间 , 实数 
a. à 也 不 是 (8.2.1) 式 中 的 复数 , 这 里 只 是 为 了 方便 仍 用 t,t 与 a,6). 我 们 设 


s = tcos(0) + tsin(0), $= —tsin(0) + tcos(0) (8.2.14) 
B = acos(0) + àsin(0), 8 = —osin(0) + ácos(6) (8.2.15) 
将 (8.2.14) 式 代 入 (8.2.9) 3X, 并 且 令 ti BS RC: 
E 


则 (8.2.9) 式 可 变 为 
In ó — —Ht? — H? - iCt - iCt (8.2.17) 
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其 中 ， 
-H = Acos?(0) + Asin?(0) — E sin(0) cos(0) 


—H = Asin?(0) + Acos?(0) + E sin(0) cos(0) 
C = Bcos(0) — Bsin(0), Č = Bsin(0) + B cos(0) (8.2.18) 
由 (82.11) Ñ, x = 0 时 初 值 9 = 0 . 根据 (8.2.12) 和 (8.2.15) 式 得 到 
C(0) = B(0) = fo = oo,  C(0) = B(0) = bo = ão 
sß 4- 88 =ta+tã, dsdš = dtdt (8.2.19) 
于 是 通过 Fourier 反 变 换 
J o exp(—isB — is8)dsds = J exp(—Ht? — Ht? +iCt + iCt — ito — itã)dtdt 


Oo — ( } 2 ~fa Q — C 2 (a — C» (& — Cy? ~ 
— — j — ij 一 一] 一 — M I d 
fæ] H(t+i 7 ) a (i-i ; ) 1 1 tdt 


= LUE exp |- la -o -如 -< 224 (8.2.20) 
p 的 形式 解 可 写 为 p = p(a)5(6): 
exp | — a-o) xp- A OX 
E | | 4H | ez pl AH 
由 此 得 
((Aa)”) = "c — C)?p(a)dao = |? — cam) —2H 


((^a)?) = J (à — Č} p(ă)dă = [ev - x) — 2H (8.2.22) 


参照 (8.2.15) XX, 得 


(AB?) = ((Aa)?) cos? (6) + ((Aã)?) sin? (0) 
= —2A + (A — A)[sin?(20) + 


A. sin(20) cos(20)| = —2A 
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(A8)*) = ((Ao)?) sin?(0) + (Aa?) cos?(0) 


= —2A + (À — A) sin? (2 十 i sin(20) cos(20)| =—2Å (8.2.23) 


场 鼻子 的 正规 编 序 方差 为 


(: (Arza)”:) = (G z) ) = 全 ) = 一 A (8.2.24) 
加 上 真空 起 伏 后 的 实际 的 量子 起 伏 为 


((Az1)?) = : + (: (Axı)? :) = 


: +(: (Az2)} :)==—A4 (8.2.25) 


由 于 起 初 输入 信号 场 的 量子 起 伏 为 ((Ax1)?) = (Aa) )2) =7. -. 由 此 , 根据 (8.2.25) 
式 可 以 得 出 4(0) = 4(0) = 0, 这 与 (8.2.11) 式 所 给 出 的 初始 条 件 一 SC SIE 


RIE = E(0) exp(—2kz) + / : exp[-2k(z — z )(2G(A + A) — G)dz' 可 以 看 出 万 
等 式 右边 第 一 项 相对 于 E B8 > 的 增加 呈 指 数 衰减 . 为 了 简化 计算 , 我 们 一 般 认为 
E(0) = 0. 

(2) Wigner 表象 

参见 文献 [65], [66], Æ Wigner 表象 中 ,对 应 无 泵 浦 吃 空 和 相位 匹配 条 件 下 
Wigner 函数 W 所 满足 的 方程 为 


((Azx2)’) = 


oW ð 0 0 ð 9? 
dr (Zora )- (ee Bo te a -Heata ans ; W (8.2.26) 
与 方程 (8.2.1) 的 推导 过 程 相 类 似 , W 的 相位 失 谐 方程 可 写 为 


OW ð 0 ， | .0 |. | 0 
AE- Kendra ece 


T k(1-42n)—— — (8.2.27) 


02 
ðaða* F 
采用 (8.1.8) 和 (8.2.2) 式 相同 的 变换 , 方程 (8.2.27) 变 为 
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oW 0 ð ~ ð ~0 o? o? 


其 中 ， 
kı E k 2. e cos( Aka), ko =k 十 € cos(Akz), G 一 € sin(Akz), D = (n^ z) 


方程 (8.2.28) 的 扩散 系数 总 是 正 的 , 可 以 求 得 上 式 的 通 解 . 对 (8.2.27) 式 取 傅 里 时 
变换 很 容易 得 到 如 下 的 结果 : 


o 4,0 _ o - 
a; n Pw + (kis 一 G$)- In pw + (k25 — Gs) Inów = —D(s +?) (8.2.30) 


令 


In ów = Aws? + Aw 8$? +iBws+iBws+ Eywss (8.2.31) 
dA 
W 2 -2hAw -- GEw -D 
dz 
dA ~ 1 -~ 1 
—— =—2kAw +GEw - D, Aw(0)=--,. Ãw(0) = -z7 Ew(0)-—0 
dz 4 4 
dE ~ 
. = 2G(Aw + Aw) — 2kEw (8.2.32) 


同样 , 可 以 得 到 Wigner 表象 中 的 起 伏 为 
(Qi) = — Aw, (OR = —Aw (8.2.33) 


Bw, Bw 满足 与 方程 (8.2.12) 中 的 B, B 相同 的 微分 方程 . 总 的 来 说 , 我 们 是 从 方程 
(8.2.1) 式 出 发 , 经 过 变换 (8.2.2) 式 将 复 参数 o, a* 用 实 参量 b, 6 代替 , 相应 的 含 复 
参量 的 Fokker-Planck 方程 变 成 (8.2.5) 式 . 又 对 p 作 Fourier 变换 , 使 o 的 解 可 用 
不 含 交叉 项 万 , 仅 含 P,P 的 二 次 型 表示 , 即 (8.2.17) 式 , 其 中 系数 A, 4; C,C 均 为 z 
的 函数 . 最 后 用 数值 方法 求解 两 个 一 阶 变 系数 常 微分 方程 组 . 在 此 基础 上 , 进一步 
求 出 方差 , 然后 根据 (8.2.24) 式 , (8.2.33) 式 求 出 量子 起 伏 . 我 们 还 要 研究 Langevin 
方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 的 关系 . 
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8.2.2 ”参量 下 转换 的 Langevin 方程 与 F-P 解 中 B, B 方程 的 关系 


为 了 弄 清楚 解 Fokker-Planck 方程 (8.2.1) 式 得 出 的 方程 (8.2.12) 式 的 物理 意 
X, 我 们 先 研究 参量 下 转换 的 Langevin 方程 , 若 相位 不 匹配 , 参见 文献 [74], 加 入 损 
耗 和 随机 力 , 有 


d 
—a=—ka+t+eexp(iAkz)at + F 


dz 
d t t : 
347 一 一 Ka --eexp(—-iAkz)a + F (8.2.34) 
式 中 也 Ft 表示 无 规 力 算 子 . 我 们 令 
t t far F-rF! 
a+a ~ a—a + z 一 
2 "' 21i ^| 2 NE 21 (8 < 35) 
则 (8.2.34) 式 可 写 为 
dB , ~ 
二 = —KkB + €cos(Akz)B + esin(Akz)B + f 
dB - ~ ~ 
47 —kB — €cos(Akz)B + £&sin(Akz)B + f (8.2.36) 


这 就 是 相位 不 匹配 情况 下 的 Langevin 方程 , 对 其 求 统计 平均 , 并 令 (f) = (f = 
0. B = (B) Ñ B = (B), (8.2.36) 式 便 过 渡 到 一 阶 的 变 系数 常 微分 方程 组 : 


dB z 

d^ -|k — € cos(Akz)] B + £Ssin(Akz)B 

dB - 

d^ —[k + £ cos(Akz)|B + &sin(Akz)B (8.2.37) 


我 们 把 (8.2.4) 式 的 ki, k2 代入 (8.2.12) 式 也 得 到 (8.2.37) 式 . 这 表明 方程 (8.2.12) 
式 与 求 统计 平均 后 的 Langevin 方程 即 (8.2.37) 式 一 致 . 求解 (8.2.37) XX, 得 


(5) (5) (E) » (5 


dz \ B 的 c3 
sın | ———— — COS | ——— 
2 2 
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即 
d [p p p Ak [ q 

M — -k +e 十 一 一 8.2.39 

sC) (e) CA) 109 eu 


其 解析 解 可 采用 如 下 简单 的 形式 表示 : 


C = exp(—kz)cos(K7z), S —exp(—kz)sin( Kx) 


Ak € Ak 
A-IR C = 元， K = (可 ) -ee 
故 有 
| D - | C+GS AS ) | p(0) (8.2.40) 
q -AS C-—GS q(0) 


当天 = 0 时 , (8.2.40) 式 即 文献 [47] 中 (11) 式 . 简 并 参量 放大 477991 的 Langevin 
方程 的 解 与 Fokker-Planck 方程 的 解 一 致 . 24 k Z0 时 , 且 z 一 oo,C 与 9 的 值 均 
趋 近 于 零 , Langevin 方程 的 上 述 解 不 再 成 立 , 而 上 述 Fokker-Planck 方程 的 解 仍然 
适用 , 故 Fokker-Planck D FERMER A Y NPE. 


8.2.8; 相位 不 匹配 的 Fokker-Planck 方程 的 解 应 用 到 QPM 技术 上 


由 文献 [43], [47] 提出 的 理想 的 准 相位 匹配 (QPM), 如 图 8.3 所 示 . 第 一 半 周 
期 为 正极 化 , 第 二 半 周 期 为 负极 化 , 以 后 依次 类 推 . 半 周 期 长 度 为 工 , 周期 长 度 为 
A =2L = n/K —2x/Ak. 因此 , Ak = x/L. 


图 8.3 ”理想 相位 匹配 示意 图 
取 自 文献 [54], [55] 
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参照 解 (8.2.40) Ñ, 并 令 其 中 阻尼 k = 0. 第 一 个 半 周 期 内 传输 矩阵 可 写 为 


(0 )-( G A US) 
q(L) -A -G q(0) 


第 二 个 半 周 期 内 传输 矩阵 可 写 为 
p2L)Y [(-G A p(D) \ / -(G2+42) -2AG p(0) 
q2L) ] V-A G q(L) ] | -2AG | -(G?4 A2) q(0) 
MX ASTE, 得 到 传播 ”个 周期 后 的 传输 矩阵 可 写 为 

p2nL) V ( -(cG2+4) -2AG WX ( p(0) 

q(2nL) ] -2AG  J -(G?4 A2) q(0) 


MP LAB ARA 
2 2 p(0) 
A — M2 和 AT 十 入 3 q(0) 


2 2 


其 中 ， 
à =-(G+4}?, A$—-(A-Gy (8.2.41) 


根据 文献 47] 给 出 的 总 输出 光子 数 的 起 伏 , 可 导出 振幅 方差 的 量子 起 伏 9 
X —a-al, Y = —i(a — a) 


Apap? 和 


(AX) 214 ; + 全 全 x cs (64 2) 


n  AnX2 2n  i2n 
((AY)?) 一 工 十 DL AD 十 mu X cos (e — z) (8.2.42) 


其 中 9 = pp- $s — pi 是 泵 浦 光 与 闲 置 光 , 信号 光 之 间 的 相对 相位 . 由 (8.2.42) X 
看 出 最 大 压缩 出 现在 ¢ = n/2 处 , $ = 0 是 没有 压缩 的 . 这 在 下 面 图 8.5 中 可 明显 
看 出 . 参照 上 述 QPM 技术 的 理论 处 理 ， 我 们 将 相位 不 匹配 的 Fokker-Planck 的 解 应 
用 到 QPM 上 , 只 需 改 变通 过 每 半 个 周期 长 度 的 增益 系数 的 符号 即 可 . 


€ = Egsign [sin (= + 3] = &osign [sin (A kz + $)] (8.2.43) 


AH, so 为 没有 QPM 时 的 增益 . 


8.2 ”相位 不 匹配 Fokker-Planck 方程 在 QMP 中 的 应 用 .281 - 


8.2.4 数值 计算 结果 与 分 析 


计算 中 参数 的 选取 可 包括 以 下 几 点 : @ 取 LiNbOs 晶体 作为 参量 放大 晶体, 参 
见 文献 [17], 计算 中 取 没 有 QPM 时 的 增益 为 so = 0.1mm-!. 通常 假设 热 库 中 的 平 
均 光 子 数 元 = 0. © QPM 结构 参数 , 参见 文献 [49], AKE A= 2L = 30u = 3 x 
10-?mm. 在 计算 中 取 定 L= (x/200)mm, 于 是 有 K = n/2L = [((Ak/2)? — &?]U? = 


Ak/2, 得 ^k = =. 我 们 又 取 定 L 为 长 度 单位 , 于 是 便 得 出 经 L 长 度 后 的 相位 不 


匹配 为 UL =n, 而 增益 为 eoL = 0.1 x x/200, G = co/K = 0.001, A = Ak/2K z 1. 
O 根据 上 述 参数 , 数值 求解 方程 (8.2.11), (8.2.43) 3X, 所 得 结果 如 图 所 示 . 图 8.4. 
图 8.5 和 图 8.6、 图 8.7 分 别 为 当 大 = 0 x so 时 和 大 = 0.2,1,2,10 x so 时 , 量子 起 
伏 随 传输 距离 的 变化 曲线 图 . 我们 只 要 在 正规 编 序 方差 (: (Am? :)(: (人 x2)? :)， 
两 边 同时 加 上 真空 起 伏 1/4 即 可 以 获得 相应 的 量子 起 伏 为 (( 信 x1)?), (( 介 x2)?). 而 
(( 人 Az1)?), (( 人 Az2)?) 即 变量 ((A8)2)/2, (8)2)/2 .在 无 损耗 (Ak = 0) 的 理想 情 
况 下 , 图 8.5 表示 $ = n/2 时 , 压缩 最 大 的 情形 , 这 与 (8.2.42) 式 估算 的 一 致 . 顺 
便 提 一 下 , $ = 0 是 没有 压缩 的 , 实际 计算 中 也 证 明了 这 一 点 , 但 在 图 中 没有 给 出 . 
从 图 8.7 中 可 以 看 到 , 实 线 (1) 表示 立 值 以 上 , 损耗 很 小 , k = 0.2 x so 时 , 压缩 为 
((Az2)?) = 1/4 — 0.2 = 0.05 接近 于 理想 情况 ; 然而 实 线 (2) 表示 立 值 处 k = eo RF, 
ERA ((Az2)?) = 1/4 — 0.1 = 1/6.7 稍 小 于 文献 [43], [46] 给 出 的 阐 值 附近 的 结果 
1/8 , 这 是 由 QPM 的 内 在 性 质 所 决定 的 , 即 准 相位 匹配 稍 逊 于 相位 匹配 . 点 划 线 表 
ZR BREUI P, 损耗 继续 增 大 ,k — 2x so 时 , 压缩 减 小 ; 虚线 表示 损耗 很 大 ,有 = 10 x &o 
时 , 压缩 继续 减 小 接近 于 真空 起 伏 . 很 显然 , 图 中 的 曲线 显示 随 着 损耗 逐步 增 大 压 
缩 呈 减 小 的 趋势 . 最 后 图 8.8 和 图 8.9 分 别 表 示 当 Ak = m, k = 69,69 = 0.1 x 1/200 
时 , (8)2,)/2, (AN8)2,) /2 BB z( 单 位 长 度 L) 的 变化 曲线 , 与 p 表象 图 8.6. FEE 8.7 
的 结果 +1/4 进行 比较 , 基本 相符 . 
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图 8.4 Ak] -- = m, k = 0 x £0, €o * L = 0.1 x n/200 Hf, ((A8)?)/2 BE x 的 变化 曲线 图 
z 的 单位 为 L, 取 自 文献 [54], [55] 
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图 8.5 Ak/7 = m, k = 0 x £0, £0 * L = 0.1 xm/200 Bf, ((A8)*)/2 B& x 的 变化 曲线 图 
取 自 文献 [54], [55] 
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8.6 Ab/ 了 = Xx, €o * L = 0.1 x x/200, XÈ (1). EA (2)、 点 划 线 、 虚 线 分 别 表 示 


k = 0.2 x £o, k = 1 X £0, k 22x £0, k = 10 x eo 时,((Ap)2》/2 B& x 的 变化 曲线 图 
取 自 文献 [54], [55] 


0 200 400 600 800 1000 1200 1400 
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8.7 Ab/ 了 = m, €o * L = 0.1 x x/200, 实 线 (1). Sc£ (2)、 点 划 线 、 虚 线 分 别 表示 


k = 0.2 x £0, k = 1 x £0, k = 2 x £o, k = 10 x eo 时, ((^8)2)/2 随 z 的 变化 曲线 图 
取 上 自 文 献 [54], [55] 
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图 8.8 Ak = m, k = £0, £0 * L = 0.1 x 1/200 Hf, ((AG)5)/2 
随 z 的 变化 曲线 图 
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图 8.9 Ak] 7 — m, k = £0, €o * L = 0.1 x n/200 Bf, (AB)2,)/2 
随 x 的 变化 曲线 图 


8.3 含 时 的 线性 驱动 简 并 参量 放大 系统 的 量子 起 伏 
近年 来 , 参量 放大 器 在 阐 值 以 下 的 压缩 在 理论 和 实验 上 都 已 经 进行 了 许多 研 
究 . 文献 [65] 在 抽 运 参量 接近 于 但 小 于 阔 值 1( 即 jy = e/k(1) 处 , 作 微 扰 展开 . 取 线 
性 近似 后 , t (8.1.19) 式 , 4 y = Ay, 则 场 的 压缩 分 量 为 (2) = — PENES 
得 了 量子 起 伏 为 真空 起 伏 的 1/2 倍 . 可 是 考虑 到 微 扰 展 开 的 非 线性 项 后 , 相当 于 增 
加 了 < i— 的 项 . 当 p> 18, 该 项 发 散 . 稍 后 , 文献 [66] 采用 稍 不 同 的 微 扰 方式 


避免 了 当 抽 运 场 一 1 时 场 的 压缩 分 量 (y2) WERE, 但 是 结果 只 适用 于 立 值 附近 ， 
离 阔 值 稍 远 就 不 成 立 了 . 考虑 到 泵 浦 吃 空 以 后 的 简 并 光学 参量 放大 Fokker-Planck 
方程 , 可 采用 含 时 的 (正比 于 泵 浦 波 ) 线性 (正比 于 参量 波 ) 驱动 Fokker-Planck 77 
程 , 并 解析 求 其 解 以 及 量子 起 伏特 性 , 而 不 采用 非 线性 Fokker-Planck 方程 , 因为 后 
者 的 求解 甚 难 . 这 就 是 本 节 要 做 的 (561. 
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8.3.1 ” 含 时 的 线性 驱动 简 并 参量 放大 Fokker-Planck 方程 
参照 (5.10.9) 式 简 并 参量 放大 泵 浦 场 与 信号 场 亲 置 场 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 


W = 5 (ca? 一 c*a?) 
其 中 aa! 分 别 为 参量 场 的 淹没 与 产生 算 符 , e,e* 表示 驱动 场 , 取 为 实数 .而 文献 
[65] 用 的 是 | 
Hins = ih(£*a — Eaz) + X azat? — ajai) 


AF a2,a1 分 别 为 泵 浦 场 , 参量 场 的 算 符 , x 为 三 阶 非 线性 系数 . 前 一 项 表示 抽 运 ， 
抽 率 为 a,ae*, 而 后 一 项 则 表示 泵 浦 场 与 信号 场 , 闲置 场 的 相互 作用 . 将 W 与 Hint 
的 第 二 项 进行 比较 , 得 到 驱动 场 与 泵 浦 波 之 间 有 如 下 的 关系 : 

5 — Zan — € = ya? (8.3.1) 


引进 变量 , 并 取 实 数 解 , 于 是 在 基础 上 , 导出 的 变 率 方程 5 


doi " X . 

— 二 一 — QoQ 

dr 1 ^Y1 27 
X o (8.3.2) 


da» 十 € 
一 r O2 — 0 
DT m im 


de 一 一 
(8.3.3 


Yı 


E E 
- 可 用 yrn, 来 表示 : 
1 
Ec € 加 Yr 
= mj 


(8.3.2) 式 中 参量 X, 

Yı 

X a LIN 
yı eth y Ee 

x020/?1 = E€/y1, n 即 文献 [65] 中 定义 的 g?. 


AP n= x?/m22), u = E/E. 
Q1, Q2 的 稳 态 值 为 

26 -=-、 1272 /41 

"c £c) Vx < (u — 1) 7 
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E 1/tE Tur 1 "P 
Q = — | — — -— — | = 8.3.4 
Yr ($ 2y N vV 2r) ) 
、 1 m | 
f = 2, — T 一 0.5, 一 1 = 一 二 一 W, 8.10 ; b 25 T^ 
当 n= i909 ? Q10 = 1, 00 m 时 , 图 (a), (b) 给 出 方 


程 (8.3.2) 式 的 数值 计算 结果 即 a(r), az(7) 随 r 的 变化 曲线 图 . 当 7 增 大 时 , 趋 
近 于 稳 态 值 与 (8.3.4) 式 给 出 的 结论 相符 . 
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(a) o, (7) 随 7 变化 曲线 图 
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(b) o; (7) 随 7 变化 曲线 图 
图 8.10 
取 自 文献 [56] 


由 图 8.10(a) 可 以 看 出 参量 放大 基本 上 是 由 开始 的 放大 阶段 与 后 来 由 于 抽空 而 
导致 的 饱和 阶段 共同 组 成 的 ， 开 始 阶 段 , 参量 波 ai 指数 放大 . 后 一 阶段 , SER 
al FAM, 而 泵 浦 波 aa 急剧 下 降 到 低 的 稳定 值 . 一 般 情况 下 , 稳 态 解 (8.3.3) 式 
是 不 成 立 的 , RAH y x y 时 才 成 立 , 此 时 as 绝热 地 随 ai 变化 , 则 有 驱动 场 


€ = XO X (z — xai) - 应 用 这 个 关系 绝热 地 消去 参量 放大 Fokker-Planck 方程 
2 


中 的 驱动 场 e, 便 得 非 线性 简 并 参量 放大 的 Fokker-Planck 方程 . EX oS 不 采用 绝 
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热 近似 , 那么 可 以 通过 数值 求解 (8.3.2) 式 得 到 驱动 场 e(7) = xaz 然后 将 其 代入 
Fokker-Planck 方程 , 得 出 含 时 的 线性 驱动 Fokker-Planck 方程 . 到 底 哪 种 方法 更 加 
适用 这 个 系统 呢 ? 我 们 可 以 通过 下 面 的 分 析 知 道 . 

图 8.11 表示 az(r) 与 绝热 近似 (8.3.3) 式 中 第 2 式 的 偏差 A(7) = ao- 
— fe- Eot]Bi r 变化 曲线 图 7， = 050R), v 5( 实 线 ), 其 他 参数 与 图 8.10 
一 致 . 由 图 可 看 出 : 当 y 增加 时 , 4(r) 急剧 减 小 , 这 就 是 绝热 近似 成 立 的 条 件 . 但 
当 y 不 是 很 大 , A(7) 不 是 很 小 , 如 图 中 虚线 所 示 , 绝热 近似 不 能 用 . 还 是 要 用 含 时 
的 线性 驱动 Fokker-Planck 方程 . 本 节 采 用 oz(7), 而 不 用 绝热 近似 即 (8.3.3) RH 
的 第 2 式 . 


图 8.11 偏差 A(7) BB r 变化 曲线 图 
取 自 文献 [56] 


线性 理论 假设 € = xa: 为 常数 , 从 而 得 出 常 系数 线性 驱动 Ornstein-Uhlenbeck 
方程 可 以 解析 求解 的 结论 . 然而 , 当 驱 动 场 s = xoa 为 含 时 的 函数 时 , 相应 的 Fokker- 
Planck 方程 即 变 系数 (或 含 时 ) 的 线性 驱动 Fokker-Planck 方程 是 否 仍然 可 以 解析 
求解 呢 ? 接 下 来 , 我 们 先 研究 这 个 问题 . 
8.3.2 ” 含 时 的 线性 驱动 Fokker-Planck 方程 的 解 

党 系数 线性 驱动 Fokker-Planck 方程 即 Ornstein-Uhlenbeck 方程 为 


Op ð 1 85? 
0t ^ gr P) * aD gra” 
p = p(z,t|xo, 0) (8.3.5) 


这 里 k, D 均 为 常数 , 取 p(x, t|xo,0) 的 Fourier 变换 , 得 [18] 
$(s,t) = 三 exp(isr)p(z,t|zo ,0)dz (8.3.6) 


Ds? 


0 = exp | "m (1 — exp(—2kt)) + isxo exp(—kt) (8.3.7) 
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对 于 变 系 数 的 情形 大 = k(t), D = D(t), 将 (8.8.6) 式 代 入 (8.3.5) X, 得 


O09 . Da 
EY 十 ks TE h 
oln o D ， 
ET 4 ks LES (8.3.8) 
、 > 、 、 ~ D 
我 们 先 求 其 特 解 . 假设 In9 = 一 A(t)s”， ug ê £ +2kA = 5 
t+to t+to t+to t'+to D 
A — Ap exp (= | kar) exp (2 f kar) | exp | 2 | kdt" 5 dt 
to to to to 
(8.3.9) 


故 特 解 为 $ = exp(—As?). 而 通 解 为 
$ = exp(—As’)g | exp (- J B kar). (8.3.10) 


初 值 为 9(s,0) = exp(iszo), WA 


t+to t+to 
Q = exp 5 + Aos? exp (=2/ kar) 十 1sZo exp | kar) (8.3.11) 
to to 


如 果 k D 均 为 常数 , 则 很 容易 证 明 (8.3.11) 式 中 的 4 = A 返回 (8.3.7) 式 , 对 于 
一 般 情 形 而 言 , 求 $ 的 Fourier 逆 变 换 , 有 


t 十 to 
p(x, t|zo, 0) -4n A-4. exp Caf kar) 
to 
t--to 2 
: — £o exp C | kdt' ) 
b N A 
t+to 
4 a- Ao exp C | kar) 
to 


8.3.3” 含 时 的 线性 驱动 简 并 参量 放大 Fokker-Planck 方程 的 解 


在 上 面 讨论 的 基础 上 , 我 们 求解 简 并 参量 放大 系统 的 情况 , 参照 (8.1.7) 式 , 我 
们 可 以 写 出 它 的 Fokker-Planck 方程 18:29. 


ap |(9.,, 9 0 -& „3 LE LEN on oe 
7 *^ 9a cba 2\00 ða”? aða” |" 


通过 (8.1.8) 式 的 变换 : 


—1/2 


x exp 4— (8.3.12) 
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+ib —. 6 一 这 
V2 | V2 
得 到 形 如 (8.1.10) ~ (8.1.13) 式 的 形式 解 : 


E L - e)l + (2n) CH p(B) (8.3.13) 


~y 2 

PGA) E L n 2r (18) 4- (3 一 kn) md Pü8) ^ (83.14) 
(8.3.13) 与 (8.3.14) 式 分 别 为 p(8), BGB) 的 Fokker-Planck 方程 ,而 且 扩 散 系 数 分 
JA  e/2-- kn, s/2 — kn. 一 般 kn. 贡献 很 小 , 故 均 为 正 的 , 可 略 去 不 计 . 与 (8.3.5) 
式 进 行 比较 , 则 (8.3.13) 与 (8.3.14) 式 的 驱动 与 扩散 变 系 数 分 别 为 -se e; ko e, 
=. 因为 驱动 场 = = xaz, 故 (8.3.13) 与 (8.3.14) 式 即 为 变 系数 线性 驱动 场 的 Fokker- 
Planck 方程 . 现在 按 (8.3.9) 式 求解 4, 4 然后 将 其 代入 (8.3.12) 式 便 得 到 分 布 函数 
p(3).5(i6). 


pg UTC A 
Cobos 
jp) = 


. . t 十 to 
4x (5 ep|-2/ (kejar |) 
to 
t+to 2 
(ió-iÀ exp -/ (etre)at ) 
1 to 
x exp | 一 一 


4 S S t+to 
Cot exp |-2 n ejar |) 
to 


由 常 微 分 方程 (8.3.2) 式 中 第 一 式 , 设 alt) 为 o 的 实 部 得 


(8.3.16) - 


d Xa2 2 
—1 t) = -1 + =— = -1 + +- 
aciei - -i+ u 


其 解 为 ai(t 十 如 ) = oa (to) exp |- [. (k — o] 即 exp |- | (k — ear! 一 
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Q1 (t 十 to) 


"NON = o(t). 同 理 可 得 


t 十 to t+to t+to 
exp -f (k 十 zar! — exp -2 f kdt' + f (k — ear 
to to to 
= exp(—2kt)a(t) ! = à(t) (8.3.17) 


对 于 参量 下 转换 情形 , 比较 (8.3.9) 与 (8.3.13) 式 , 只 须 将 (8.3.9) 式 中 的 有 ,DD 分 别 
H k-e 5e 代 换 , 便 可 得 


t+to t+to 
A = Ap exp EN (k — sar 十 exp EN (k — sar! 
to to 


t--to t' 4-tg np 
x / exp 2 | (k—e)dt | 二 dt 
to to 2 


2 t 十 to 
一 o" (t) 区 十 ] 一 十 Q(t t to)k J o1 * (t)dt 
to 


4 4 2 
同样 可 得 | 
~ ~ x2 t+to 
A = a) E - ] 4 : - ei tot | ó;?^(t)dt (8.3.18) 
to 


(8.3.18) 式 中 to 为 初始 时 ，aa to) 为 给 定 的 , 而 t= = 为 信号 在 放大 工 距离 后 而 


产生 的 时 间 延 迟 . t 的 增 大 , 也 意味 着 工 的 增 大 . 但 实际 情况 , 往往 是 工 为 固定 的 ， 
而 输入 信号 alto 会 随 to 而 变 , 故 宜 于 将 上 面 的 参量 t+ toto RJ t,t 一 to, 而 


TE 故 有 


a t Q1 
Ace [^ t | -+ > | or (df, a(- s 25 
Á- (Áo 1-24 GR | APUA, alt= EG (8.3.19) 


8.3.4 简 并 参量 放大 系统 的 量子 起 伏 计 算 
在 (8.3.15)~(8.3.18) 式 的 基础 上 , 可 求 得 简 并 参量 放大 系统 的 量子 起 伏 为 


(Ap)2) = (o-A ef- [ 0 22 


-2 (4 _ Apexp |- 2 [. k- ear) = 2(A — Ao0?(7)), 
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(tai?) = (08-il [^ (eat) 
—2 (4 — Ao exp | —2 J B (k + oar |) = 2(Å — Aã? (T)) (8.3.20) 
加 上 真空 起 伏 后 , 系统 实际 的 量子 起 伏 为 


(Ac?) = E+ G (Am) = 14 892 L L (4 agat) 
"m 
((Ay)^) = z C (Ay) :) = : + , ; ) 
DON) 1 4 l4 
一 i^ ; 一 1 (A — Áo (T)) (8.3.21) 


Fokker-Planck 方程 中 的 BI (8.3.2) 式 中 的 4, 参照 (8.3.4) 式 的 定义 , 1 = 60/31 = 
zo/k. 下 面 我 们 选择 参数 : n= 1/1000, 5, = 0.5, 初 值 uio = 1, azo = AZ 数值 求 
解 微分 方程 (8.3.2) 式 , 并 应 用 (8.3.17) 式 , (8.3.18) 式 计 算 A(7), A(7), 应 用 (8.3.19) 
和 (8.3.20) 式 计 算 量子 起 伏 (Ay) 随时 间 r 的 变化 过 程 , 我 们 分 以 下 两 种 情况 讨 
论 . D 对 于 u <1 的 情况 当 u= 0.8 时 , 压缩 度 为 0.14/0.25 = 0.56, 与 线性 理论 
1/(14-) = 0.556 近似 相 接近 ( 见 图 8.12(a)); 24 u = 工时 , 压缩 度 为 0.125/0.25 = 0.5, 
与 线性 理论 近似 1/(1-2- u) = 0.5 相同 ( 见 图 8.12(b)). @ 对 于 /> 1 RERUM u—2 
时 , 压缩 曲线 由 两 个 压缩 平台 构成 ,一 个 接近 线性 理论 近似 1/(1 + u), 另 一 个 则 接 
近 于 1/2. 第 一 压缩 平台 的 压缩 度 为 0.085/0.25 = 0.34, 与 线性 理论 相近 . 对 于 第 二 
压缩 平台 的 压缩 度 为 0.125/0.25=0.5, 完全 区 别 于 线性 理论 . ( 见 图 8.12(c)). 第 一 个 
平台 的 宽度 Ar 取决 于 初 值 oio KASE o, MIX oio exp[ 一 (k — s)Ar z ài] VERE, 


B] Ar = In fu 一 1). 下 面 图 8.13 给 出 了 初 值 aw = 0.001 时 的 压缩 计算 . 由 


Ar 的 公式 估算 出 图 8.12(c) 和 图 8.13 的 Ar 分 别 为 3.4 和 10.4. 与 图 示 的 宽度 基 
本 相同 . 上 面 两 平台 及 Ar 结论 是 根据 u= 2 计算 得 出 的 , 对 u > 1 的 情形 , 例如 
L= 1.3, u = 4 也 核算 过 仍然 是 成 立 的 . 根据 这 些 压缩 特点 , 为 获得 高 的 压缩 度 , 应 
采用 大 的 p, 并 将 作用 时 间 Ar 选 在 第 一 平台 即 At < Ar/k, 损耗 减 小 , 则 作用 
时 间 增 大 , 因为 &1 = Vu- n, 所 以 为 了 使 得 第 一 平台 的 参量 振幅 = 20 足够 
大 , 应 尽量 采用 小 的 n. 

8.3.5 ”本 节 小 结 


本 节 首 先 将 一 个 在 P 表象 中 的 非 线 性 简 并 参量 放大 Fokker-Planck 方程 转换 
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0.26 


0.22 


(A?) 


0.18 


0.14 


) /一 0.8 
0.26 
0.22 
T 
0.18 
0.14 


(CA vy?» 


0.25 


0.20 


(Ay?) 


0.15 


(c) j=2 
— 0.5 时 量子 起 伏 ((Ay)*) 随时 间 r 的 变化 曲线 图 
取 自 文献 [56] 


图 8.12 E Q10 = l, n = Dopo 


(QA)? 


图 8.13 019 = 0.001, n = = 0.5, p = 2 量子 起 伏 (Ay)? 随时 间 Ar 的 变化 


取 目 文献 [56] 


EN 
1000! 六 
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为 一 个 含 时 线性 驱动 的 Fokker-Planck 方程 并 求 其 解 . 在 阔 值 以 下 或 阐 值 附近 , € 
时 驱动 Fokker-Planck 方程 的 解 与 线性 理论 或 阐 值 附近 的 微 扰 理 论 预 言 的 基本 相 
ff. BERELE, 含 时 驱动 Fokker-Planck 方程 解 的 短 时 行为 也 与 线性 近似 解 相 
Xr. 但 当 增 大 后 的 长 时 行为 压缩 度 为 1/2 完全 区 别 于 线性 理论 的 结果 . 这 些 特点 提 
供 了 获得 最 大 压缩 最 大 参量 输出 选择 参数 的 依据 [56]. 


8.4 非 线 性 简 并 光学 参量 放大 系统 的 量子 起 伏 


这 一 节 我 们 研究 考虑 了 泵 浦 吃 空 后 简 并 参量 放大 系统 的 量子 起 伏特 性 , 这 有 利 
于 我 们 了 解 非 线性 泵 浦 吃 空 对 参量 放大 器 的 影响 . 本 节 不 采用 微 扰 法 , 而 是 解析 求 
解 不 显 含 时 但 包括 泵 浦 吃 空 的 非 线 性 简 并 光学 参量 放大 Fokker-Planck 方程 , 得 到 
了 适用 于 包括 阐 值 在 内 的 整个 区 域 的 解析 解 , 并 对 其 进行 数值 计算 . 与 线性 理论 以 
及 微 扰 理论 结果 进行 了 分 析 与 比较 . 
8.4.1 P 表象 中 非 线 性 简 并 参量 放大 Fokker-Planck 方程 的 通 解 

参照 上 一 节 (8.3.1) 与 (8.3.3) 式 的 第 二 式 [5657 得 到 


€ = xa = Š (z- Xa?) =y ( EX X 3 = yı (u — noi) 
2! n?» mw. 


式 中 三 = os qo? Rub TdEAHERULIERITI SUSAN EAS. KHAR 
a.a* 时 P 表象 中 的 非 线 性 简 并 参量 放大 系统 的 Fokker-Planck 方程 可 写 为 62,63 
rn) = {a 
2 2 

^ agg no?) + igoal- ne?) ole, 0",7) (840) 


ACERBA AE UNS RAER. 考虑 到 取 线 性 近似 时 , 将 过 渡 到 熟知 的 线性 解 , 应 
将 抽空 函数 取 为 实数 , 并 写成 如 下 的 实 函数 形式 , 即 


G 是 由 不 显 含 时 间 的 变量 a, a* 和 显 含 时 间 的 变量 q, 9* 所 共同 构成 的 泵 浦 抽 空 函 
数 , G 可 由 下 式 定 义 : 


T) * * * 
G = p- 3(9 十 9 — 2ugg* + 2uon) (8.4.2) 


4 r — 0 RF, g,g* 一 0, 故 (8.4.2) 式 变 为 G = u —nuoo* 即 泵 浦 吃 空 的 实 函数 形 
X. 含 时 变量 gg" 的 介入 表明 参量 光 强 o, o* 并 不 能 即刻 反映 到 泵 浦 吃 空 上 . 根 
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据 e 取 实 数 的 假定 , 则 (8.4.1) 式 可 写 为 


10? 1 8" 
我 们 在 附录 中 给 出 证 明 p 的 解 可 表示 为 


Ó 
0a ^" gr Ba 


p = exp(2aa*)G- * 5 hiho = f(g, g*; o, o*)hiha 


= hiha exp 20a + E 一 In L 一 3l t g^ — 2u(gg" — oo (8.4.4) 
式 中 hi, ha 为 


hi = (1 — exp[-2(1 — 1)7]) 3, ha = (1— exp[-20  i)r]) * 
1 
g= y; + ig2) 
gı = h AB = h1(B8 — Bo exp[- (1 — u)r]) 
92 = h2Aß = ha(B8 — Bo exp[- (1 + u)r]) (8.4.5) 
8.4.2 ”线性 近似 解 


当 m 很 小 时 (8.4.4) 问 线性 理论 过 渡 . p 的 渐 近 式 为 


p ~ hihz exp GDinn exp[2gg -i(9 +9 2)] œ hi ha exp e -u 0 +9 | — pi 


(8.4.6) 
p, 即 线性 理论 结果 ,， 取 近似 后 的 p 与 p 只 差 一 个 可 规 一 化 的 常数 ， 应 用 方程 
(8.4.5),pi 还 可 以 表示 为 


pi = hiho exp a — Y AB) 一 (1 十 (he AD) 


1 \ h?r? 1 Y hĉy? 
= hıh exp (: 一 =) 2 — ( 十 =) 2 (8.4.7) 


u 

此 处 (AB)?, (Ai6)? 分 别 表示 为 22/2, y? /2. 在 8.1.5 WE P 表象 中 已 提 到 , if TERR 
轴 上 , 而 Aug 沿 实 轴 方向 , 见 图 8.14 所 示 . 故我 们 有 (Ai8) = y?/2. 通过 (8.4.7) 
式 计算 出 Z2,y 再 加 上 1/4 真空 起 伏 , 便 可 得 实际 量子 起 伏 .11 : 


(ea 


= 一 一 一 一 .4. 
2 4 4 (8.4.8) 
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- [|o NEL 
w)- m | df eum 


其 中 ， 


图 8.14 正 P 表象 示意 图 
按 (8.4.8) 和 (8.4.9) 式 当 工作 于 阔 值 以 下 时 , jy < 1, 压缩 分 量 为 


—— (8.4.10) 


与 (8.1.20) 式 同 . 
8.4.83 ” 非 线 性 项 修正 


现 按 (8.4.4) 式 取 零 阶 及 oc 阶 近似 , 但 略 去 x m? 以 上 的 项 , 并 上 略 去 可 经 归 一 
化 去 掉 的 项 后 , p 可 写 为 


p = exp |2gg* 一 "n tg") o, t g^ — 2u(gg* — aa*)) 
H ima t g"* — 2u(gg* — aa*)) (8.4.11) 
通过 下 面 的 定义 : 
ao. d. . p-lhiz 1l-cpuháy | 
R = 2gg* 一 7(9 + g) = 2 (84.12) 
Q —2oo* = 8? 4-8? 
= AB? + AB? + (B exp[- (1 — u)r])? + (Bo exp[- (1 + 1)7])? 
= 3G? — y?) + (zo(7))? + (yo exp[- 1. i) (8.4.13) 
将 (8.4.11) 式 表 示 为 


p = exp |R() — 3(R(7) - Q(7)) - (R(T) - QGY (8.4.14) 
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将 p 的 表 式 (8.4.14) 代入 (8.4.9) 式 就 可 计算 含 时 情况 下 的 压缩 分 量 (Ay). 因为 
hi, ha 是 含 时 的 , 在 计算 hi, ho 时 , 应 注意 到 , 25 u € 1,7 一 oo, hi, ha > 1, 稳 态 值 . 
但 当 j > 1,7 > oo, h > 0, ha 一 1 这 是 不 正确 的 . 参看 图 8.10(a), 初始 增加 到 一 个 
ER, 然后 振荡 , 趋 于 饱和 . 故我 们 可 将 信号 放大 过 程 描述 为 V2B0 exp[-(1- u)r] = 
zo exp|- (1 — u)r] = xo(T) 
_ Zoexp|[-(1— u)r}, T «TM 
Zo(T) = | is Tr» (8.4.15) 


此 处 rw = (In(z;/zo))/(u — 1), £s = v28, = 2y (u — 1)/n. 函数 hi 修正 为 
1 


一 一， T < TM 
VA - exp[-X(1 — pyr] 
hı = ; (8.4.16) 


OTRA, T 2 TM 
1 — exp[-2(1 — u)7M] 


ha 的 定义 不 变 , A ha = (1— exp[-2(1 + u)r]) 72. $ (8.4.14), (8.4.15), (8.4.16) 
式 计算 量子 起 伏 < yl >( 这 里 表示 压缩 的 符号 < y? > 用 了 文献 [66] 的 定义 , 它 是 
(8.4.8),(8.4.9) 式 定 义 的 4 fi, 即 < y? >= 4 < Ay? >) 随 u(0 ~10) 的 变化 曲线 如 
图 8.15 所 示 . 此 时 参数 n = 1/1000,7 = 0.5,2,10. 我 们 看 到 7 = 2,10 两 条 曲线 基 
本 重合 ( 实 线 ). 这 意味 着 7 = 10 已 经 趋 于 稳 态 压缩 了 . 在 了 = 0.5( 暂 态 压缩 ， 虚线 ) 
情形 , 曲线 与 稳 态 ( 实 线 ) 稍 有 区 别 . 


1.0 


图 8.15 ETER (y?) = 4(Ay2)》 随 u(0 ~ 10) 的 变化 曲线 
此 时 参数 n = 1/1000, r = (0.5, 2, 10) 


取 目 文献 [57] 


图 8.16 为 按 非 线性 方程 (8.4.14) 算出 的 压缩 曲线 ( 实 线 ) 与 线性 理论 (8.4.10) 
曲线 (虚线 ) 比较 . 参数 仍 为 r = 10, u0 ~ 10). 24 u 0, 两 条 曲线 基本 重合 . 
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当 u 增 大 , 非 线性 理论 的 压缩 曲线 (KR) 稍 高 于 线性 理论 (虚线 ) 的 情况 . 为 
了 比较 , 需 导 出 文献 [66] 的 微 扰 理论 结果 , 我 们 令 hi = ha = 1, Bo = fo = 0, 这 样 
IEA gg* — ao* = 0, 按 (8.4.11) 式 得 


1.0 


0.8 


0 2 4 6 8 10 
8.16 ” 按 非 线性 方程 (8.4.14) 算出 的 压缩 曲线 ( 实 线 ) 与 线性 理论 (8.4.10) 曲线 (虚线 ) 比较 


参数 仍 为 T= 10, (0 ~ 10) 
取 目 文献 [57] 


Pe [(1- 2)s&? + (1 5) 89 + tay ~ (AB)’ 
- ais ((A6Y - (A) 
38-001 
1 


又 按 文献 [66] 的 算法 略 去 (A6)? BI y? 项 的 影响 , 并 考虑 到 I » 2s Len» 2s 
(8.4.17) 式 第 三 项 也 可 上 略 去 , (3.4.17) 式 变 为 


1 2 7A i 
P ez exp (1 一 =) T mal — exp a 一 d (8.4.18) 


7) 2 242 
162 (z^ -- y^) | (8.4.17) 


(8.4.18) 式 即 文献 [66] 中 的 (3.7) 式 . 其 中 szaf, ñ 一 [66] 中 的 
参量 Ll 下 面 将 按 (8.4.18) 式 计算 (42), 并 代入 文献 [66] 的 微 扩 理论 表 式 ， 


2 1 -1 1 2 十 37r  ,. 
(=i e)z t CERE ub 
便 可 计算 按 微 扰 理论 (y?) 相对 于 /的 变化 曲线 . 即 图 8.17 中 的 虚线 与 实 线 . 其 中 


虚线 是 按 上 式微 扰 理 论 算得 的 . 而 实 线 是 按 非 线性 理论 (8.4.14) 式 算 得 的 . 相 比 之 
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下 , ÆRE y = 1 附近 , 二 者 很 接近 . 但 当 离 开阔 值 后 , 偏差 就 明显 表现 出 来 . 故 微 
DUE HERI T UR u = 1 附近 , 而 非 线性 理论 则 适用 于 更 大 范围 . 


m 
(b) 
图 8.17 (yi) XF / 的 变化 曲线 
WACHA [57] 


图 8.17 中 的 虚线 是 按 上 式微 扰 理 论 算得 的 ， 而 实 线 是 按 非 线性 理论 (8.4.14) 
式 算 得 的 . 
8.4.4 本 节 小 结 

在 这 一 节 中 , 我 们 解析 求解 了 在 P 表象 中 考虑 泵 浦 吃 空 后 的 非 线性 简 并 参量 
放大 系统 的 Fokker-Planck 方程 的 解 , 并 且 计 算 了 它 在 阔 值 附近 及 远离 阔 值 的 区 域 
的 量子 起 伏 . 研究 表明 : 若 略 去 与 n 成 正比 的 项 则 通 解 很 自然 过 渡 到 线性 近似 解 
计 及 与 n 成 正比 的 项 后 , 将 我 们 的 解 与 微 扰 解 659 相 比 较 , 发 现 微 扰 解 只 适用 于 阅 
值 附 近 的 情况 , 远离 阔 值 处 就 不 成 立 了 .而 我 们 的 理论 在 阔 值 附近 及 离 阔 值 较 远 的 
整个 区 域 都 适用 . 24 o 0 时 , 起 伏 趋 近 于 真空 起 伏 . 而 1 > 1 时 , 压缩 增 大 , 趋 近 
于 线性 理论 近似 要 指出 的 是 这 个 超 阔 值 的 压缩 只 是 暂时 的 , 当 7 继续 增 大 


最 终 还 是 要 回 到 稳 态 , 那里 压缩 仍 为 1/2, 这 只 要 看 图 8.10(a) 和 8.12(c) 就 清楚 了 . 
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8.5 ”应 用 非 简 并 参量 放大 输出 演示 EPR E 


第 5 章 已 讨论 到 EPR ŽEK Bell 不 等 式 验证 . 在 实验 上 主要 采用 了 光学 参 
量 下 转换 技术 来 产生 关联 光子 对 , 从 而 实现 对 分 离 变 量 的 离 变量 的 Bell 不 等 式 的 
检验 42) 同时 也 引起 了 演示 原始 由 EPR 提出 的 连续 变量 EPR 伴 廖 实验 的 兴趣 . 
1988 年 , Reid 首次 从 理论 上 提出 可 以 在 非 简 并 参量 放大 系统 中 用 实验 演示 连续 变 
THU EPR EWA 165658, 并 给 出 详细 的 理论 分 析 . 1992 F, Ou Z. Y. 等 利用 工 类 匹配 
的 KTP 晶体 作为 非 线 性 介质 , 经 过 参量 下 转换 作用 , 在 实验 上 首次 演示 了 连续 变 
量 的 EPR 伴 廖 . 最 小 方差 的 乘积 为 0.70 土 0.01[69,7, 但 由 于 输入 信和 号 为 真空 场 , 导 
致 输出 场 的 平均 能 量 接近 零 . 2000 年 , 国内 山西 大 学 光电 研究 所 利用 注入 场 平 均 
功率 不 为 零 的 非 简 并 光学 参量 放大 获得 明亮 EPR 光束 做 实验 , 最 小 方差 的 乘积 为 
0.73 + 0.004879], 2001 4E, Silberhorn 等 得 到 的 最 小 方差 的 乘积 为 0.64 土 0.08[77]. 
对 上 面 结果 的 分 析 都 是 通过 求解 略 去 损耗 & 的 Langevin 方程 获得 的 . 在 这 一 节 中 ， 
我 们 利用 非 简 并 参量 放大 系统 中 Fokker-Planck 方程 的 解 来 推导 最 佳 实现 EPR f£ 
WERE 5592-84. 与 分 离 变 量 的 Bell 不 等 式 判 定 不 一 样 . 为 了 演示 EPR TER 
先 就 要 建立 一 个 判定 两 个 连续 变量 的 态 是 否 为 纠缠 的 判 据 ， 这 就 是 下 面 我 们 所 讨 
论 的 Reid 定义 的 Vi Vo 方差 判 据 . 
8.5.1 ”复合 系统 不 可 分 的 ViVa 判 据 


一 个 泵 浦 光 子 经 参量 下 转换 得 出 信号 光 X1 (Xs) 与 闲置 光 Y) 显然 xi 
£5 Y, X% 5E Yi 间 存 在 关连 . 如 已 测 得 闲置 光 Y, 应 能 估算 得 信号 光 X. 的 振幅 
Xi; 二 9Y2， 妆 然 这 个 估算 与 实际 的 测量 值 会 有 一 些 偏差 .可 令 AXinf = X 一 
Xing = Xi 一 gYo. 为 使 得 偏差 的 均 方 值 尽 可 能 小 , 就 要 调整 参数 g 使 得 方差 为 最 
小 , 即 

Vi(g) = (AXinj)^) = (a1 — gY2)?) = (X? — 2g9X1Y2 + g^Y2) 


由 UU 一 0 R g= CE 代入 的 表示 式 得 
oya CY» 
vi = (xP) - ys (8.5.1) 
同样 可 得 
va (XN 
Vo — (X2) — (Y2j (8.5.2) 


下 面 将 证 明 当 输 入 为 真空 起 伏 (Xi(0)) = (3(0)) = 0, (1(0)?) = (3(0) 2 1, 且 
不 计 损 耗 的 光 参 量 放 大 方程 的 解 给 出 
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sinh? (2r) B 1 
cosh(2r) ^ cosh(2r) 


Vi = cosh(2r) 一 (8.5.3) 
AF r = eL 为 压缩 度 , s 为 放大 系数 , L 为 工作 物质 的 长 度 . 故 L> 0 或 放大 系 
数 e 很 小 时 一 工 即 没有 压缩 时 V; 为 最 大 Vi = 1， 有 压缩 时 XQ 与 Yo 有 关 
XE, (X1Y2) = sinh(2r)， 由 (8.5.3) 式 得 出 V, 的 值 下 降 ， 同样 Vo 的 值 也 下 降 ， 故 
WV, < 1, 即 信号 光 Xi 与 闲置 光 Yo 为 纠缠 . 也 是 系统 1 与 2 有 纠缠 亦 即 不 可 分 的 
判 据 . 但 我 们 注意 到 这 判 据 是 在 输入 为 真空 情况 下 得 出 的 . 如 果 不 是 真空 场 输入 ， 
BH (Xi1(0)) #0 (Y»(0)) z 0, 则 可 取 


vı = Xi-ccYo, v9— X54 cYi 
Vi = (Av1)*) = (v1) — (v1)? 
= (XT + 2cX1Yz + PYF) — (Q3)? + 2ce(X1) (Y2) + P (Y2)°) 


= ((AX1)?) + P ((AV2)}?) + 2e(A X1 AY?) (8.5.4) 
应 用 _0 得 出 
(AX1iAY,) 2\、 (AX AY)? 
= ar ATNA) TaY) (85.5) 
同样 可 证 
(AX2AY;)? 


Vz = ((AX2)°) — (8.5.6) 


(AY) 

如 将 真空 场 输入 (X1(0)) = (Y2(0)) = 0 代入 (8.5.6) 式 便 得 (8.5.1) R. 

8.5.2 ” 非 简 并 参量 放大 输出 实现 EPR 伴 廖 的 理论 分 析 
我 们 继续 采用 (8.1) 节 的 理论 模型 , 通过 类 似 于 (8.1.8) 式 的 变换 ， 


B 04 t 02 B | Qi t 02 
1 V2 9 1 V2 
03 —Q«2 - Q1 一 Qə 

fo» = V3 ; b2 J/ 


我 们 首先 计算 非 简 并 参量 系统 的 实 部 > = 0/2 与 虚 部 y = 5//2 的 量子 起 伏 
Az, Ay. 虽然 v, y 与 Reid 精确 定义 的 X1, Y 还 不 完全 一 样 (这 在 后 面 再 讨论 ). 但 
2Az 与 2Ay 间 的 关系 相当 于 AX, 与 AY? 的 关系 . 下 面 将 2Az 与 2Ay SX AX, 
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与 AY, 
(: (A3)? a6 (VAG)? :) e z ( (VIAB :) = (: (A01)? :) + C (A83)? 5) 
Imt 2(k - 9) + zz (1 — expl- 2(k + &)t]) 
: (AY)? :) a6 (VBAB :) + 3 (: (V3 mu (: (A8)? D + (OB? :) 


- za (l — exp[-2(k + &)t]) 一 TA — exp[—2(k — &)t]) (8.5.7) 


这 里 的 二 > 因子 表明 了 系统 的 偏振 并 不 总 是 处 于 同 相位 (如 的 本 征 态 ) Miu 


(b2 的 本 征 态 ) 而 是 部 分 处 于 同 相 位 , 部 分 处 于 反 相 位 的 中 间 状 态 . 权重 均 为 > . 现 
就 理想 与 实际 情况 讨论 Xi Y, 间 的 关联 . 
(1) 理想 情况 (损耗 k 很 小 , 可 忽略 不 计 ) 由 (8.1.14) 和 (8.1.15) 式 得 知 


C;,—--1, C=1, C=-1, CG=1 (8.5.8) 
则 (8.5.7) 式 变 为 
(: (AX3)? :) = C (AY2)? ) = [exp(2et) + exp(—2et)] 一 
加 上 真空 起 伏 后 , 系统 实际 的 量子 起 伏 为 


((AX1)”) =1+ € (AX1)? >} = ((AY2)?) = 1+ (: (AY)? :) = sh? (et) + ch? (et) 


(8.5.9) 
HF 
(X1) = (AX1)?) + X2 = sh? (et) + ch? (et) + X? 
(Y2) = ((AY2)?) + Y2 = sh? (et) + ch? (et) + Y2 (8.5.10) 
其 中 X = (X1), Y; = (Y2) 对 于 无 关联 的 真空 输入 场 , 有 如 下 关系 : 
(X1) = (Xi0)vac = 0, (Y2) = (Y20)yac — 0 
(Xio) uae = (Ya), =1, (XioYoo),, — 0 (8.5.11) 
(8.5.10) 式 变 为 
(X1) = (Y2) = sh? (et) + ch? (et) = ch(2et) = ch(2r) (8.5.12) 


其 正 交 相位 振幅 解 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


X1 一 X 1och(et) 十 Yoosh(et), Y? 一 Yooch(et) 十 X1osh(et) 
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Xi 与 到 的 之 间 的 函数 为 
(X1Y2) = (X15) sh(et)ch(et) + (YAY sh(et)ch(et) = sh(2et) = sh(2r) (8.5.13) 


由 (8.5.12) 与 (8.5.13) 式 可 以 得 到 归 一 化 后 的 关联 函数 : 


J= (XI1Y2) - sh(2ef) - 2 tanh(et) — tanh(2et) 
(X2)(Y2)  sh'(et)-c ch'(et) 1+ tanh" (et) 
将 (8.5.12) 式 的 (X2), (Y2), (8.5.13) 式 的 (X17) 代入 Va. 的 表 式 (8.5.1) 便 得 (8.5.3). 
对 va 的 计算 也 是 一 样 的 


sinh^(2r) | 1 
cosh(2r) ^ cosh(2r) 


(2) 实际 情况 (考虑 损耗 的 影响 (Kk z 0)) 考虑 损耗 k 后 , (8.5.7) 式 可 写成 如 
下 形式 : 


Vi = cosh(2r) — 


((AX3)^) =] + +q — exp|—2(k — &)t]) + zi — exp[- 2(k + &)t]) 


2C, 
exp[- (k + e)t] + exp[-(k — et] V^ . f exp[- (k + &)t] — exp[- (k — ejt] V? 
uitae, necu 
十 TEO — exp|-2(k — &)t]) + CENE — exp[-2(k + &€)t]) (8.5.14) 


(A3?) = 1 — ze ( - exo [-20 2) - gc ~ exi-30 — 8) 


" k 
n 3x5 — exp[- 2(k + &)t]) + 2(k — &) 


由 (8.5.12) RUR K k RAM e 很 小 方差 (AX), (AY) 均 趋 近 于 真空 起 伏 1 
的 考虑 可 以 得 到 (8.5.14) 与 (8.5.15) 式 的 算 子 解 分 别 为 


(1 — exp[-2(k — &)t]) (8.5.15) 


x, PL Et] + exp[- (kr e] | y. exp[-( — e)t] — exp[-( + e) 


Ai E 9 十 Y5o 7 
RE J exp(—(k 一 e)(t 一 Edt + | exp(—(k 十 e)(t t)n(t')dt 
y; = Y SPEE Et] + exp[- (5 Fe) | y exp[-(& - e)t] — exp[- ( + e] 


2 2 
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+ | exot- ( = e) = PJE Ar — f ootte (8.5.16) 


随机 力 £(t),n(t^) 的 引入 主要 是 基于 前 两 项 与 损耗 k 有 关 ， 其 关联 函数 为 Me) 
EE) = 0, (£(U)£(£")) = (n(t')n(t")) = kô — t"), 仅仅 决定 于 k. 这 样 我 们 就 得 到 
T X; 与 到 之 间 的 关联 : 


0G Y) = (eee — &)t] + exp[- (k + 2 (suci — &)t] - exp|-(k + 2 


+ (ee eot a) (succ aucesC e; 


— exp[-2(K — &)t]) — exp[-2(k + e)t]) (8.5.17) 


k k 
* 3-59 TD 


根据 方差 (8.5.14) 与 (8.5.15) 式 以 及 关联 (8.5.17) 式 便 可 按 (8.5.1) 与 (8.5.2) 式 计 
算 最 小 均 方 差 Vi 与 Va. 


S k = ne, 我 们 很 容易 计算 得 到 最 小 方差 的 g — JEU 时 乘积 Vi V; 随 压缩 
1 2 


参量 > = st 的 变化 曲线 图 . 如 图 8.18 所 示 , 由 下 而 上 分 别 为 n= 0.0( 理 想 情况 , SE 
线 ); n = 0.1 (BUE UA E, 虚线 1); o = 0.5( 阔 值 以 上 , 虚线 2); n= 1.001 (HEEL, E 
线 3); 7 = (AELA T, 虚线 4); 各 线 的 极 小 点 用 点 标 出 , 随 n 的 增 大 , 极 小 点 向 左 
移 . 实验 上 , 例如 参考 文献 [71], [69] 给 出 的 , V; Vo = 0.7, g? = (tanh2r)? = 0.58, 很 
容易 计算 出 V = (Va) = 0.836, r = 0.5, 在 图 18 中 用 粗 点 表示 . 这 个 点 很 靠近 
图 上 第 3 虚线 , RURE. 图 8.19 给 出 压缩 (Ay) 随 压缩 参量 + = net 的 变化 曲 
ZEE]. 由 下 至 上 各 曲线 n = 0,0.1,1,2. 


0 0.5 1.5 2 2.9 3 
T 


8.48 VA(V3) 随 压 缩 参 量 > = et 的 变化 曲线 图 
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CA Y)» 


图 8.19 压缩 ((Ay2))” 随 压缩 参量 > = et 的 变化 曲线 图 
8.5.3 ”考虑 到 泵 浦 吃 空 解 含 时 的 F-P 方程 对 Vi (V2) 的 计算 
由 (8.5.7), (8.3.18), (8.3.20) 式 得 
((AX3)?) 21 C (AX1)? :)=1+(: (AB? :)+(: (A82)? :) 
=((AY2)?)=1+ (: (AY2)? )=1+(: (AB? JEN (ABS? ) 
=o (0/240) f o1 *(t')dt' -- à? (t)/24- a2 (t)k f ói?(t)dt' (8.5.18) 
0 0 


(XY) = (5979) c - x H puo] c - i 


t t 
十 ad (t)k | o5 * (t')dt' — ã&? (t)k | àT (tat (8.5.19) 
0 0 


现 按 8.3 节 解 含 时 F-P 方程 . HX k/u — 2,1.001,0.5,0.1.5 = 1/1000; y, = 10; alo = 
1.0; 029-0; 计算 出 V; 随 压 参量 >= et 的 变化 曲线 , 即 图 8.20 中 给 出 的 第 1, 2, 3, 4, 
四 条 虚线 . 与 图 8.20 的 四 条 虚线 相对 应 , 相 比 起 来 , 趋势 一 致 , 但 差别 还 是 明显 的 . 


|. 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
, 


8.20 Vi(V2) 随 压缩 参量 r 的 变化 曲线 图 
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8.5.4 ”小 结 


作为 小 结 , 我 们 要 讨论 (8.5.16) 式 的 物理 意义 以 及 前 面 提 到 的 与 我 们 的 记号 
z,y 与 Reid 定义 X4, Yo 的 对 应 关系 . 先 讨论 第 一 个 问题 
(1) 由 (8.5.16) 式 , 得 


Xı + Yz = (X? + Y2) exp [- (k -od+2/ exp(—(k — &)(t — t£(t')at 


X; — Y? = (X? — Y2) exp [- (k + ejt] + 2 Í exp(—(k 4- e)(t — t'))n(t)at/ (8.5.20) 
由 方程 (8.5.20) 得 


C(x Ya) = —(k — e)(Xi + Y2) + E(t) 


qA - Y2) = -(k  e)Xs — Ya) + n(t) (8.5.21) 


这 就 是 X; + Y2, Xı — Yo 亦 即 £ +y,z- y 所 满足 的 Langevin 方程 . 

(2) 在 文献 [68] 中 Reid 采用 的 参量 下 转换 相互 作用 Hamiltonian 为 H; = 
—hK (a! b! + ab) 而 我 们 用 的 记号 即 (8. 1.1) 式 为 W = ih(ealal — &*a4a5) 比较 一 下 ， 
便 得 对 应 关系 为 


K >e, al—ale-cv4 bt ale 7/4 a> aet, b> azat 
义 按 Reid 定义 (用 X,, Yo 表示 ) 及 (8.1.2) R: 
Xo = ae? + ate’, Y, = be 19 + piel? (8.5.22) 
> » bi +b2 ima | 0d +O inya 
X= Xan = a+ al d eir/4 | ate in/A . —— LU eim/A 十 A, 2o m 
1 0 — ai 1 V2 V2 


Y; = Yx2 = be 2. pgin/2 |, aze 1/4 n ateir/4 


一 A A 十 nia (8.5.23) 
故 有 
Xi T Yo = b, -- bl + ib, — ib) = 28, — 2655, 
X; — Ya = ib — ib! + b2 + bt = —20, + 20; (8.5.24) 
bi b, 分 属于 简 并 参量 系统 1(e, k) 与 2(—e, k) 故 有 
d d ~ ~ 
ge = —(k — &)&i, 3; = —(k + €)681, 
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Cp = —(k + €)82, Cs = —(k — e)z (8.5.25) 
由 (8.5.24),(8.5.25) 式 , 加 上 无 规 力 的 影 啊 便 得 
Oh + P3) = - (6 e) 8 + Fa) + &(0, 
S. — Ys) = - (e e) — Y2) + nC) (8.5.26) 


由 (8.5.21), (8.5.26) 式 表明 我 们 用 的 m +y,z- y BI Xi; c Yo, Xi — Yo 5 Reid 的 
X; 十 Yo, X1 — Yo 为 相对 应 , 均 满 足 同样 的 Langevin 方程 . 


附录 SA ”关于 方程 (8.4.4) 的 证 明 


方程 (8.4.4) 可 写 为 
Of Olnh; ð ln hz 
L OT + OT ) 
ð . 0 ,0 0 1 8? 1 8? 
-(2raj--to Bo 一 人 aE T gal Tt 25430 十 2 gga Of (8A.1) 
由 方程 (8.4.5) 得 
d - 990 a8 4 99a. = hag + (1 — )hi(8 — higi )dr 
gi = 88 8T = n3 HN 191 
99... p)h (p — hg) = (NP 9) 52 (8A.2) 
37 一 HL) 191) = H 191 88 . 
Ó - 0 
Br Qt - Tag) (8A.3) 
故 有 
of 0m 9 Og ð 
Or `ðr 0g + OT 85; ! 
- 8g 0 3 p09 
= (1 -8 - hg) ag 5 + (1 + u)(8 — haga) DES f 
- a - (8 - ng) + 0-1) haga) sf (8A.4) 
而 且 


Gg Og 1 Og" Og l, 
ða Oa* | z + ħa), ða bar | z ha) (84.5) 
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故 有 


1 0*(Gf) ð x hi + hs x hj — ho hi — ho x hi + hə x 
2 B02 一 AG Gf- |o +g 2 (gt 2 19 2 9 Je} 
1 3 (GF) ð «hı + ho hi — hə x hi 一 hə hi + ho 
2 ða? ^. ĝa [a6 - [o 2 9 -u(s 2 79 3 -oj 
(8A.6) 
直接 计算 表明 
hi 4- ha h;—h3N 8 hj—ha | (hi ha B ð 0 
(s y 7 33 Ja. * (s 7 +g mgr) ax agg + gays 
„hı + ho AI 一 Ap ð hi 一 hh EN ," + ho ð ð 
(s —9 t9 FAG —3 5 2) o ^ i3 LEY: 
(8A.T) 
由 (8A.6) 和 (84.7) 式 导出 ; 
.0 ð 1 8? 1 8? 
(-e Jal Pore * 38930 * * 33536)! 
ð ð 
— u u 2 _ 2 * 77 ERN 
-| (1— u)hi — (1 + p)h5 — (a Bo ^ "5v 
ð 
-Q -phg (+ hog : Sl (8A.8) 
将 (84.4) 和 (8A.8) 式 代 入 (8A.1) 式 并 应 用 关系 : 
82. Au Q-— + 9 
ab 88 Ó Oa* 
82. — 8-2. 一 o* 2. 十 o. (8A.9) 


便 得 出 hi, ho 所 满足 的 方程 : 


DM ~ 2—(hi-hi—puhi-cpuh2)—-2—(1—u)h2 — (1+ u)h? —— (8A.10) 
将 (8.4.5) RARA (8A.10) 式 是 自 洽 的 . 
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